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Resumo
O estudo das curvas maximais foi renovado apo´s Goppa ter mostrado suas aplicac¸e˜s na Teoria de
Co´digos. Uma curva maximal bem conhecida e estudada (em diferentes contextos) e´ a curva Her-
mitiana; a partir dela, surgem outras como os quocientes desta por subgrupos de automorfismos.
De fato atualmente sabe-se que existem curvas maximais que na˜o sa˜o do tipo acima: a chamada
curva GK (e alguns de seus quocientes). Nesta tese estudamos curvas maximais cujo geˆnero satis-
faz condic¸o˜es relativas ao nu´mero de Castelnuovo para curvas espaciais. Logo, tendo como suporte
um resultado de Joe Harris em caracter´ıstica zero conjecturamos um ana´logo para caracter´ıstica
positiva e mostramos que essas curvas maximais esta˜o contidas numa superf´ıcie cu´bica. Assim
calculamos um invariante geome´trico da curva e vemos que, exceto um caso, existe uma curva que
os realizam. Para finalizar exibimos dois modelos planos de curvas maximais que sa˜o birracional-
mente equivalentes e generalizamos um exemplo de Fanali-Giulietti o qual nos permite escrever
novos modelos planos de curvas maximais.
Palavras-chave: Curva maximal, Corpos finitos, Curvas em Superf´ıcies.
Abstract
The study of maximal curves was renewed after Goppa have shown their applications in Coding
Theory. A well-known and studied maximal curve (in different contexts) is the Hermitian curve;
from such a curve, there are others like their quotients by subgroups of automorphisms. Currently
it is known that there are maximal curves which do not arise as above, namely the so-called
GK-curve (and some of its quotients). This thesis studied maximal curves whose genus satisfy
conditions regarding the number of Castelnuovo of space curves. Therefore, having supported
on a result of Joe Harris in zero characteristic, we conjecture an analog in positive characteristic
and we show that these maximal curves are contained in a cubic surface. So we manage to
compute a geometric invariant of the curve and we see that, except one case, there is a curve that
performs such invariants. Finally, we show two plane models of a certain maximal curves which
are birationally equivalent and we also generalize an example of Fanali-Giulietti which allows us
to write new plane models of maximal curves.
Keywords: Maximal cuves, Finite fields, Curves in surface.
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Cap´ıtulo 1
Introduc¸a˜o
O interesse em curvas sobre corpos finitos foi renovado apo´s Goppa ter mostrado
suas aplicac¸o˜es em Teoria de Co´digos, veja [13]. Um dos principais aspectos de um co´digo linear
origina´rio de uma curva e´ o fato de que pode se estabelecer uma cota inferior para a distaˆncia
mı´nima deste. Esta cota e´ significativamente relevante se a curva tem “muitos pontos racionais”.
Seja X uma curva (projetiva, na˜o-singular, absolutamente irredut´ıvel) definida so-
bre um corpo finito F` de ordem `. Pelo Teorema de Hasse-Weil, veja, por exemplo, [18, Thm.
9.18], temos que
|#X (F`)− (1 + `)| ≤ 2g
√
` ,
onde X (F`) denota o conjunto de pontos F`-racionais de X e g = g(X ) o geˆnero da mesma. Neste
trabalho sempre consideraremos ` = q2 e´ um quadrado e g > 0 positivo.
Se o valor ma´ximo para #X (Fq2) e´ atingido na desigualdade acima, i.e.
#X (Fq2) = 1 + q2 + 2gq ,
dizemos que X e´ uma curva maximal sobre Fq2 ou simplesmente Fq2-maximal. Observamos que
nem toda curva definida sobre Fq2 e´ maximal pois Ihara ([20, § 2]) mostrou que o geˆnero de tal
curva e´ limitado superiormente por
g1(q
2) := q(q − 1)/2 . (1.1)
Por um trabalho de Ru¨ck e Stichtenoth [26] temos que g1(q
2) e´ atingido se, e somente
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se, a curva Fq2-maximal e´ isomorfa a` curva Hermitiana
H : yq + y = xq+1 .
Logo, e´ natural investigar o espectro dos geˆneros poss´ıveis de curvas Fq2-maximais para
q fixado, i.e., o conjunto
Γ(q2) = {g ∈ [1, g1(q2)]; existe curva Fq2-maximal X com g(X ) = g} .
Tambe´m temos as seguintes questo˜es a serem respondidas:
(I) Para cada g ∈ Γ(q2), quantas curvas maximais de geˆnero g na˜o-isomorfas existem?
(II) Para efeitos de aplicac¸o˜es, escrever modelos planos ”simples” para cada curva maximal em
(I).
De [9, Thm. 1] temos que
Γ(q2) ⊆ [1, g2(q2)] ∪ {g1(q2)} ,
onde
g2(q
2) := b(q − 1)2/4c ; (1.2)
este valor ocorre se, e somente se, a curva Fq2-maximal e´ isomorfa a uma curva quociente H/〈τ〉
onde τ e´ certa involuc¸a˜o de H; veja [8], [1], [21].
O estudo dos fatos mencionados pode ser realizado via um sistema linear completo
que e´ associado a qualquer curva Fq2-maximal X usando o numerador de sua func¸a˜o Zeta, a saber
L(t) = (1 + qt)2g ,
com g = g(X ). De fato, se Φ : X → X e´ o morfismo de Frobenius sobre X relativo a Fq2 , enta˜o
h(t) := t2gL(t−1)
e´ o polinoˆmio caracter´ıstico do morfismo de Frobenius sobre o Jacobiano de X induzido por Φ;
veja [18, p. 374]. Isto significa simplesmente a seguinte equivaleˆncia de divisores sobre X (loc.
cit.), a qual nos referiremos como a Equivaleˆncia Fundamental para curvas maximais,
(q + 1)P0 ∼ qP + Φ(P ) ,
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onde P0 ∈ X (Fq2), P ∈ X . Assim o sistema linear mencionado acima e´ definido por
D := |(q + 1)P0|
e suas propriedades ba´sicas sa˜o, ver [18, p. 400]:
• E´ independente do ponto Fq2-racional P0;
• E´ simples e livre de ponto base;
• Temos que q, q + 1 ∈ H(P ), o semigrupo de Weierstrass de X em P , para cada P ∈ X (Fq2)
e logo, sua dimensa˜o (projetiva) r := r(X , q) ≥ 2, a qual chamaremos de dimensa˜o de
Frobenius da curva X ; Ale´m disso, r = 2 se, e somente se, a curva Fq2-maximal e´ a Hermitiana
H; cf. [18, p. 429]
Em particular a propriedade de simplicidade de D permite a aplicac¸a˜o de um teorema
de Castelnuovo, veja Apeˆndice B, que implica a seguinte relac¸a˜o entre o geˆnero da curva, seu grau
q + 1 e a dimensa˜o r de D; a` saber;
g(X ) ≤
[(q − (r − 1)/2)2 − 1/4]/2(r − 1) , se r e´ par ,[(q − (r − 1)/2)2]/2(r − 1) , se r e´ ı´mpar . (1.3)
Assim, para r ≥ 3, g(X ) ≤ g2(q2) e para r ≥ 4,
g(X ) ≤ F (q2) := b(q − 1)(q − 2)/6c , (1.4)
onde o nu´mero F (q2) e´ o geˆnero da curva Fq2−maximal dada por yq + y = x(q+1)/3. Para mais
propriedades desta curva veja [21, Section 4].
Mais ainda, ver [21, Prop. 2.1],
se g(X ) < g2(q2), enta˜o g(X ) ≤ g3(q2) := b(q2 − q + 4)/6c ; (1.5)
exemplos de curvas Fq2-maximais com g(X ) = g3(q2) existem, ver [2, Thm. 2.1].
Neste trabalho, consideramos os elementos g de Γ(q2) satisfazendo:
F (q2) < g ≤ g3(q2) .
Esta tese esta´ dividida em cinco cap´ıtulos e treˆs apeˆndices. No cap´ıtulo 2 trataremos
das preliminares, as quais sa˜o: a definic¸a˜o de curvas maximais; se´rie de Frobenius de uma curva
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maximal; me´todos para calcular o geˆnero de semigrupos nume´ricos gerados por treˆs elementos,
que nos servira˜o para estimar o geˆnero da curva;
No cap´ıtulo 3, a partir de um resultado em caracter´ıstica zero devido a Joe Harris,
conjecturamos que curvas maximais em P3(Fq2), q ≥ 107 e geˆnero satisfazendo
g > pi2(q + 1, 3) =

q(q + 2)
8
, se q ≡ 0, 2 (mod 4),
q2 + 2q − 3
8
, se q ≡ 1 (mod 4),
q2 + 2q + 9
8
, se q ≡ 3 (mod 4) .
esta˜o contidas numa superf´ıcie de grau menor do que ou igual a 3. A partir desta conjectura e,
com outras hipo´teses adicionais, provamos que estas curvas esta˜o contidas numa superf´ıcie cu´bica
e, a partir desse fato, determinamos os poss´ıveis valores da ordem de contato da reta tangente
com a curva num ponto racional P ∈ X , isto e´, j2(P ) (veja a definic¸a˜o de j2(P ) no Apeˆndice A).
O principal resultado deste cap´ıtulo e´:
Se X e´ uma curva maximal de geˆnero g satisfazendo (3.1), enta˜o, para P ∈ X um ponto
racional, j2(P ) ∈ {2, 3, (q + 1)/3, (q + 2)/3, (q + 3)/3}.
Veremos que, exceto para j2(P ) = (q + 1)/3, para todos os valores encontrados,
existem modelos de curvas maximais que os realizam.
No cap´ıtulo 4 apresentamos duas curvas maximais em P3, as quais sa˜o birracional-
mente equivalentes. Elas teˆm geˆnero g = q(q − 1)/6 e existe um ponto Fq2-racional P , tal que o
semigrupo de Weierstrass em P e´ gerado por (q + 2)/3, q e q + 1.
No cap´ıtulo 5 generalizamos um exemplo de uma curva maximal do artigo de Fanali
e Giulietti, ver [6, Section 5]. Essa generalizac¸a˜o nos da´ va´rios modelos planos de curvas maximais.
Nos apeˆndices A e B faremos uma breve abordagem sobre a cota de Castelnuovo,
Teoria de Sto¨hr-Voloch, e Cota de Harris, teoria estas que, juntamente com o cap´ıtulo 2, nos
deram suporte para essa tese.
No apeˆndice C, provamos, para q = 8, que a curva GK e´ coberta pela curva Her-
mitiana sobre F64. Construimos novos modelos planos de curvas maximais a partir de coberturas
da curva GK.
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Cap´ıtulo 2
Preliminares
2.1 Curvas Maximais
Sejam F` um corpo finito com ` elementos e, X uma curva (projetiva, na˜o singular,
geometricamente irredut´ıvel) definida sobre F`. Definimos a func¸a˜o Zeta de X , Z(t), por
Z(t) := exp
(∑
i
Nit
i
i
)
,
onde Ni denota o nu´mero de pontos de X na u´nica extensa˜o F`i de grau i de F`, i.e., Ni = #X (F`i).
Algumas propriedades da func¸a˜o Zeta da curva X de geˆnero g := g(X ) sa˜o as
seguintes, ver [14, Thm. 3.11]:
(i) Z(t) pode ser expressa na forma
Z(t) =
L(t)
(1− t)(1− `t) ,
onde L(t) e´ um polinoˆmio de grau 2g em t com coeficientes inteiros da forma
L(t) = 1 + (N1 − `− 1)t+ · · ·+ `gt2g .
(ii) Z(t) satisfaz a equac¸a˜o funcional Z
(
1
`t
)
= `1−gt2−2gZ(t).
(iii) Se L(t) =
2g∏
j=1
(1 − ωjt), enta˜o |ωj| =
√
`, 1 ≤ j ≤ 2g. (Hipo´tese de Riemann para curvas
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sobre corpos finitos)
Temos que Ni− 1− `i = −
2g∑
j=1
ωij (∗) e, por conseguinte, obtemos a famosa cota de
Hasse-Weil
|Ni − (1 + `i)| ≤ 2g
√
`i . (2.1)
De agora em diante ` = q2 e´ um quadrado e g > 0. Dizemos que X e´ Fq2−maximal
se a cota em 2.1 e´ atingida, i. e.,
#X (Fq2) = 1 + q2 + 2gq .
De (∗) temos que X e´ Fq2-maximal se, e somente se, ωj = −q, 1 ≤ j ≤ 2g.
Assim, como #X (Fq2) ≤ #X (Fq4) logo, para curvas Fq2−maximal, g ≤ g1(q2) :=
q(q − 1)/2 (Cota de Ihara para o geˆnero de uma curva maximal) cf. [20, Section 2].
Para X maximal, pela Propriedade (iii) da func¸a˜o Zeta de X , temos que L(t) =
(1 + qt)2g. Seja h(t) := t2gL(t−1) = (t + q)2g. Por [10, Section 1.3] e [22, section 1], h(t) e´ o
polinoˆmio caracter´ıstico do morfismo de Frobenius ΦJ em J , onde J e´ a variedade Jacobiana de
X . Assim, temos
h(ΦJ ) = 0⇒ (ΦJ + qI)2g = 0 .
onde I e´ o morfismo identidade de J . Como ΦJ e´ semisimples, cf. [29, Thm. 2], temos que
ΦJ + qI = 0, ou seja, ΦJ atua por uma multiplicac¸a˜o por −q em J . Decorre deste fato a
Proposic¸a˜o 2.1 (Equivaleˆncia Fundamental). Seja P0 ∈ X (Fq2). Temos
qP + Φq2(P ) ∼ (q + 1)P0 para todo P ∈ X ,
onde Φq2 e´ o morfismo de Frobenius sobre Fq2.
Prova: Temos que ΦJ : J → J e´ dado por ΦJ ([D]) = −q[D], onde [D] denota a classe de
equivaleˆncia do divisor D ∈ Div(X ).
Seja P0 ∈ X um ponto racional fixado e, definamos f : X → J por f(P ) = [P−P0].
Seja Φq2 : X → X o morfismo de Frobenius em X . Temos que o diagrama abaixo comuta
X f // J
X
Φq2
OO
f // J
ΦJ
OO
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Assim, para P ∈ X tem-se
(f ◦ Φq2)(P ) = (ΦJ ◦ f)(P )
[Φq2(P )− P0] = −q [P − P0]
[Φq2(P )− P0] = [−qP + qP0]
Φq2(P )− P0 ∼ −qP + qP0
E temos o resultado. 
Logo, e´ natural considerarmos a se´rie D = |(q + 1)P0|. Pela Equivaleˆncia Funda-
mental, temos que q+ 1 e´ uma na˜o lacuna (ver Apeˆndice A) em cada ponto racional de X , da´ı, D
e´ livre de ponto base e, como q e´ tambe´m uma na˜o lacuna em qualquer ponto racional, ver [31,
Prop. 6.13], segue que dimD ≥ 2.
Associado a se´rie D temos um morfismo φ : X → Pr(F¯q2), que de fato e´ um
mergulho, loc. cit., onde r e´ a dimensa˜o de D - chamada de dimensa˜o de Frobenius de X , dado
por φ = (f0 : f1 : · · · : fr), com {f0, . . . , fr} uma base para L((q + 1)P0).
Por [10, Thm. 2.4] temos que r = 2 se, e somente se, X e´ isomorfa a curva
Hermitiana. Por Castelnuovo, ver Apeˆndice B, se r = 3 enta˜o g ≤ g2(q2) (ver (1.2)) e, se r ≥ 4
enta˜o, g ≤ F (q2) (ver (1.4)).
Em [21, Thm. 1] e [18, Section 10.4] temos o seguinte
Teorema 2.2. Seja X uma curva Fq2-maximal de geˆnero g, e φ um Fq2-morfismo associado a
D := DX = |(q + 1)P0|. Suponha q ≥ 7. Enta˜o as seguintes condic¸o˜es sa˜o equivalentes:
1) b(q2 − q + 4)/6c < g ≤ b(q − 1)2/4c;
2) r = 3, φ(X ) esta´ numa superf´ıcie qua´drica em P3 e g 6= (q2 − 2q + 3)/6;
3) r = 3, dim(2D) = 8 e g 6= (q2 − 2q + 3)/6;
4) r = 3 e existe P ∈ X (Fq2) tal que j2(P ) = (q + 1)/2 se q e´ ı´mpar, ou j2 = (q + 2)/2 caso
contra´rio;
5) X e´ Fq2-isomorfa ao modelo na˜o-singular de yq + y = x(q+1)/2 se q e´ ı´mpar, ou yq/2 + yq/4 +
· · ·+ y2 + y = xq+1 caso contra´rio;
6) g = (q − 1)2/4 se q e´ ı´mpar, ou g = q(q − 2)/4 caso contra´rio.
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Usaremos, no pro´ximo cap´ıtulo, as equivaleˆncias (1) e (2) deste Teorema. Tambe´m,
temos que o geˆnero de uma curva maximal satisfaz
g ≤ g3(q2) ou g = g2(q2) ou g = g1(q2) .
Neste trabalho, consideramos curva maximal cujo geˆnero g esta´ no intervalo
]F (q2), g3(q
2)] .
Em particular, para curvas com geˆnero como acima, dimD = 3, por Castelnuovo.
Observac¸a˜o 1:
1. Para q ≥ 7, g = (q2 − 2q + 3)/6 ∈ N⇔ q ≡ 3, 5 (mod 6).
2. O geˆnero g da curva no Teorema 2.2(6) e´ igual ao nu´mero de Castelnuovo
c0(q + 1, 3) =
{
(q − 1)2/4, para q ı´mpar ,
q(q − 2)/4 para q par .
Em [31, pgs. 244 e 245], temos os seguintes resultados:
Proposic¸a˜o 2.3. Seja X uma curva maximal sobre Fq2 de geˆnero g. Suponha q 6≡ 0 (mod 3) e
dimD = 3. Se (4q − 1)(2g − 2) > (q + 1)(q2 − 5q − 2), enta˜o g ≥ (q2 − 2q + 3)/6.
Prova: Afirmamos que ε2 = 2 (veja a definic¸a˜o de ε2 no Apeˆndice A). De fato, se ε2 > 2, pelo
crite´rio p-a´dico, temos que ε2 ≥ 4. Sejam R e S os divisores de ramificac¸a˜o e de Frobenius de D,
respectivamente. Temos enta˜o vP (S) ≥
2∑
i=0
(ji+1(P )− νi) = j2(P ) + 1 ≥ ε2 + 1 ≥ 5, para qualquer
P ∈ X (Fq2).
Da´ı, pela maximalidade de X temos
deg(S) = (q + 1)(2g − 2) + (q2 + 3)(q + 1) ≥ 5(q + 1)2 + 5q(2g − 2)
(q + 1)(q2 + 3)− 5(q + 1)2 ≥ (2g − 2)(4q − 1)
(q + 1)(q2 − 5q − 2) ≥ (2g − 2)(4q − 1) ,
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o que contradiz a hipo´tese. Agora, usando o divisor de ramificac¸a˜o, temos
degR = (q + 3)(2g − 2) + 4(q + 1) ≥ (q + 1)2 + q(2g − 2)
6g − 6 ≥ q2 − 2q − 3
g ≥ q
2 − 2q + 3
6
.

Corola´rio 2.4. Sejam X e q como na proposic¸a˜o anterior. Se g > F (q2), enta˜o g ≥ (q2−2q+3)/6.
Prova: Como g >
(q − 1)(q − 2)
6
, enta˜o r ≤ 3 e 2g − 2 > (q + 1)(q − 4)
3
. Se r = 2, enta˜o
g =
q(q − 1)
2
. Assim, r = 3 e temos (4q − 1)(2g − 2) > (4q − 1)(q + 1)(q − 4)
3
. Mas,
(4q − 1)(q + 1)(q − 4)
3
= (q + 1)
(4q2 − 17q + 4)
3
= (q + 1)
(
q2 − 2q + 10
3
+
3q2 − 15q − 6
3
)
= (q + 1)
(
(q − 1)2
3
+ 3 + q2 − 5q − 2
)
> (q + 1)(q2 − 5q − 2) .
Logo, pelo teorema anterior, segue o resultado. 
2.2 Semigrupos Nume´ricos
Para encontrar uma cota superior para o geˆnero de uma curva maximal, um bom
caminho e´ estimar o geˆnero do Semigrupo de Weierstrass da curva num ponto racional P ∈ X ,
denotado por H(P ).
Um semigrupo nume´rico S e´ um subconjunto dos nu´meros naturais N fechado para
a adic¸a˜o, conte´m o nu´mero zero e o complementar, N \ S, e´ finito.
Se n1, n2, . . . , nk sa˜o naturais tais que MDC{n1, n2, . . . , nk} = 1, enta˜o o conjunto
〈n1, n2, . . . , nk〉 = {λ1n1 + λ2n2 + · · ·+ λknk; λ1, λ2, . . . , λk ∈ N}
e´ um semigrupo nume´rico.
Definimos o geˆnero de um semigrupo nume´rico S, denotado por g(S), ao nu´mero
#(N \ S).
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Consideraremos semigrupos nume´ricos S gerados por 3 elementos pertencentes a
H(P ) assim, S ⊆ H(P ) e, o geˆnero de S e´ uma cota superior para o geˆnero de H(P ), i. e.,
g(H(P )) ≤ g(S).
Nesta sec¸a˜o apresentamos alguns me´todos para o ca´lculo do geˆnero de um semigrupo
a partir de geradores.
Definic¸a˜o 1 ([19]). Seja n1, . . . , nk uma sequ¨eˆncia de inteiros positivos com ma´ximo divisor co-
mum (MDC) igual a 1. Defina di = MDC(n1, . . . , ni) e Ai =
{
n1
di
, . . . ,
ni
di
}
, para i = 1, . . . , k.
Seja d0 = 0. Seja Λi o semigrupo gerado por Ai. Se
ni
di
∈ Λi−1 para i = 2, . . . , k, enta˜o a sequ¨eˆncia
(n1, . . . , nk) e´ chamada de telesco´pica.
O semigrupo Λk, gerado pela sequeˆncia telesco´pica (n1, n2, . . . , nk) e´ chamado de
telesco´pico. Por [19, Prop. 5.35], o geˆnero de Λk, g(Λk), e´ dado por
g(Λk) = dk−1g(Λk−1) +
(dk−1 − 1)(nk − 1)
2
.
O uso de semigrupo telesco´pico e´ u´til independente da quantidade de geradores do
semigrupo. Para semigrupos com treˆs geradores ha´ um outro me´todo para o ca´lculo do geˆnero
do semigrupo, que utilizaremos tambe´m neste trabalho. Esse me´todo esta´ em Rosales e Garc´ıa-
Sa´nchez,[24, Prop. 17].
Sejam n1, n2 e n3 nu´meros inteiros positivos tais que MDC(ni, nj) = 1. Seja ci, 1 ≤
i ≤ 3, definido da seguinte forma ci = min{x ∈ N;xni ∈ 〈nj, nk〉}, onde 〈, 〉 denota o semigrupo
gerado. Da´ı, os elementos c1, c2, c3 sa˜o soluc¸o˜es inteiras positivas do seguinte sistema
c1n1 = r12n2 + r13n3
c2n2 = r21n1 + r23n3
c3n3 = r31n1 + r32n2
onde r12, r13, r21, r23, r31, r32 ∈ N \ {0}.
Se S e´ o semigrupo gerado por n1, n2 e n3, enta˜o o geˆnero de S e´ dado por
Proposic¸a˜o 2.5. g(S) =
1
2
[(c1 − 1)n1 + (c2 − 1)n2 + (c3 − 1)n3 − c1c2c3 + 1] .
Os nu´meros ci, ni para i = 1, 2, 3 e rij, para 1 ≤ i, j ≤ 3 satisfazem as seguintes
propriedades
1) ci > rji, para i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ 3.
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2) ci = rji + rki para {i, j, k} = {1, 2, 3}.
3) n1 = r12r13 + r12r23 + r13r32.
4) n2 = r13r21 + r21r23 + r23r31.
5) n3 = r12r31 + r21r32 + r31r32.
Faremos dois exemplos da aplicac¸a˜o dos me´todos acima.
Exemplo 1: Seja S = 〈(2q + 2)/3, q, q + 1〉, com q ≡ 2 (mod 3). Escrevamos q = 3m + 2
para algum m ∈ N. Assim, podemos escrever S = 〈2m + 2, 3m + 2, 3m + 3〉. Observe que
MDC(2m+ 2, 3m+ 3) = m+ 1 e, portanto, na˜o podemos aplicar a Proposic¸a˜o 2.5. Verifiquemos
enta˜o se a sequeˆncia (2m+ 2, 3m+ 3, 3m+ 2) e´ telesco´pica.
Sejam d1 = MDC(2m+ 2), d2 = MDC(2m+ 2, 3m+ 3) e d3 = MDC(2m+ 2, 3m+
3, 3m+ 2) = 1. Temos d2 = (m+ 1)MDC(2, 3) = m+ 1.
SejamA1 =
{
2m+ 2
d1
}
, A2 =
{
2m+ 2
d2
,
3m+ 3
d2
}
= {2, 3} eA3 =
{
2m+ 2
d3
,
3m+ 3
d3
,
3m+ 2
d3
}
. Seja Λi o semigrupo gerado por Ai, i = 1, 2, 3. Temos enta˜o, Λ1 = N, Λ2 = N \ {1} e
Λ3 = S.
E´ claro que
3m+ 3
m+ 1
= 3 ∈ Λ1. Tambe´m, 3m+ 2
d3
= 3m + 2 ∈ Λ2. Assim, a
sequeˆncia (2m+ 2, 3m+ 3, 3m+ 2) e´ telesco´pica. O geˆnero de S e´
g(S) = d2g(Λ2) +
(d2 − 1)(n3 − 1)
2
=
q + 1
3
· 1 +
(
q + 1
3
− 1
)
(q − 1)
2
=
q + 1
3
+
q2 − 3q + 2
6
=
q2 − q + 4
6
.
Exemplo 2: Seja S = 〈q − 1, q, q + 1〉, q par. Como os geradores de S sa˜o dois a dois primos
entre si, podemos aplicar a Proposic¸a˜o 2.5. Assim, seu geˆnero e´ dado por
g(S) =
1
2
[(c1 − 1)(q − 1) + (c2 − 1)q + (c3 − 1)(q + 1)− c1c2c3 + 1]
SEC¸A˜O 2.2 • Semigrupos Nume´ricos 21
onde c1, c2 e c3 sa˜o soluc¸o˜es inteiras positivas do sistema
c1(q − 1) = r12q + r13(q + 1)
c2q = r21(q − 1) + r23(q + 1)
c3(q + 1) = r31(q − 1) + r32q
onde r12, r13, r21, r23, r31, r32 ∈ N \ {0}.
Pela equac¸a˜o 2, temos que c2 = 2 e r21 = r23 = 1. Como c2 > r12, r32, segue que
r12 = r32 = 1.
De q−1 = r12r13 + r12r23 + r13r32, temos que 2r13 + 1 = q−1 e, tem-se r13 = q − 2
2
.
Assim, c1(q − 1) = q + q − 2
2
(q + 1), donde concluimos que c1 =
q + 2
2
.
Como c3 = r13 + r23, temos que c3 =
q − 2
2
+ 1 =
q
2
. Portanto,
g(S) =
1
2
[(
q + 2
2
− 1
)
(q − 1) + (2− 1)q +
(q
2
− 1
)
(q + 1)− 2(q + 2)
2
q
2
+ 1
]
=
1
4
[q(q − 1) + 2q + (q − 2)(q + 1)− (q2 + 2q) + 2]
=
1
4
q(q − 2) .
Observe que a sequeˆncia (q − 1, q, q + 1) na˜o e´ telesco´pica. De fato, para ser te-
lesco´pica, uma vez que os elementos sa˜o dois a dois primos entre si, devemos ter q+1 ∈ 〈q−1, q〉, o
que na˜o ocorre. Tambe´m, se considerarmos a sequeˆncia (q−1, q+1, q) temos que q /∈ 〈q−1, q+1〉.
Os me´todos acima na˜o se aplicam a todo semigrupo gerado por 3 elementos. Abaixo
damos um exemplo em que os mesmos na˜o se aplicam.
Exemplo 3: Seja S = 〈q − 2, q, q + 1〉, q par e q ≡ 0 (mod 3). Como q e´ par, temos que
MDC(q − 2, q) = 2 e, portanto, na˜o podemos utilizar a Proposic¸a˜o 2.5.
Escrevamos q = 6m, para algum m ∈ N. Verifiquemos se a sequeˆncia A = (6m −
2, 6m, 6m + 1) e´ telesco´pica. Observe que MDC(6m − 2, 6m) = 2, assim, para A ser telesco´pica,
6m+1 deveria pertencer ao semigrupo
〈
6m− 2
2
,
6m
2
〉
= 〈3m−1, 3m〉 mas, 6m+1 na˜o pertence,
logo A na˜o e´ telesco´pica.
Agora, considere a sequeˆncia B = (6m − 2, 6m + 1, 6m). Verifiquemos se B e´
telesco´pica. Temos que MDC(6m − 2, 6m + 1) = 1, logo, para B ser telesco´pica dever´ıamos ter
6m ∈ 〈6m− 2, 6m+ 1〉, mas 6m na˜o pertence a este semigrupo, portanto B na˜o e´ telesco´pica.
Portanto, nenhum dos me´todos acima se aplicam. Para este semigrupo, usaremos
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o seguinte resultado que esta´ em [25, Lemma 1].
Proposic¸a˜o 2.6. Sejam S o semigrupo gerado por n1, n2, . . . , nk e d = MDC(n1, . . . , nk−1) enta˜o
g(S) = d · g
(〈n1
d
, . . . ,
nk−1
d
, nk
〉)
+
1
2
(nk − 1)(d− 1) .
Escrevamos S = 〈6m−2, 6m, 6m+ 1〉. Seja d = MDC(6m−2, 6m), logo temos que
d = 2. Portanto,
g(S) = 2 · g(〈3m− 1, 3m, 6m+ 1〉) + q
2
.
Seja S ′ = 〈3m−1, 3m, 6m+1〉. Temos que MDC(3m−1, 3m) = MDC(3m, 6m+1) =
1. Seja d = MDC(3m − 1, 6m + 1). Enta˜o, d divide 6m + 1 − 2(3m − 1) = 3. Logo, d = 1 ou
d = 3. Se d = 3 enta˜o, como 3|6m teremos 3|1, um absurdo! Logo, d = 1, e podemos aplicar a
Proposic¸a˜o 2.5. Consideremos enta˜o o sistema, em termos de q,
c1
(q − 2)
2
= r12
q
2
+ r13(q + 1)
c2
q
2
= r21
(q − 2)
2
+ r23(q + 1)
c3(q + 1) = r31
(q − 2)
2
+ r32
q
2
.
Da equac¸a˜o 2 temos c2 = 3 e r21 = r23 = 1. Como c2 = 3 = r12 + r32, temos as
seguintes possibilidades: (i) r12 = 1 e r32 = 2 ou (ii) r12 = 2 e r32 = 1.
Afirmamos que (i) na˜o ocorre, de fato se ocorrer, enta˜o de q+ 1 = r12r31 + r21r32 +
r31r32 teremos 3r31 + 2 = q + 1, e da´ı, r31 =
q − 1
3
/∈ N. Assim, r12 = 2 e r32 = 1.
De q+1 = r12r31 +r21r32 +r31r32, temos que 3r31 +1 = q+1, e da´ı, r31 =
q
3
. Assim,
c3(q + 1) =
q
3
(q − 2)
2
+
q
2
c3(q + 1) =
q
6
(q + 1)
c3 =
q
6
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De
q − 2
2
= r12r13 + r12r23 + r13r32 temos r13 =
q − 6
6
. Logo,
c1
(q − 2)
2
= 2
q
2
+
(q − 6)
6
(q + 1)
=
(q − 2)(q + 3)
6
c1 =
q + 3
3
.
Portanto, o geˆnero de S ′ e´
g(S ′) =
1
2
[(
q + 3
3
− 1
)
(q − 2)
2
+ 2
q
2
+
(q
6
− 1
)
(q + 1)− (q + 3)
3
3
q
6
+ 1
]
=
1
12
[q(q − 2) + 6q + (q − 6)(q + 1)− q2 − 3q + 6]
=
1
12
(q2 − 4q).
Portanto, o geˆnero de S e´
g(S) = 2 · 1
12
(q2 − 4q) + q
2
=
q(q − 1)
6
.
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Cap´ıtulo 3
Curvas Maximais em P3
Pelo Teorema de Halphen [21, Lemma 2], se X e´ uma curva de grau q + 1 em P3(F¯q2),
enta˜o X esta´ contida numa superf´ıcie qua´drica se seu geˆnero g satisfac¸a
g > b(q2 − q + 4)/6c .
Curvas maximais em P3 contidas em superf´ıcies qua´dricas foram totalmente classifica-
das em [21, Thm. 1] sa˜o elas
1 - X1 dada por yq + y = x(q+1)/2, q ı´mpar.
2 - X2 dada por yq/2 + yq/4 + · · ·+ y2 + y = xq+1, q par.
Enta˜o, o pro´ximo passo e´ estudar curvas maximais em superf´ıcies cu´bicas. Para cur-
vas nessas condic¸o˜es, na˜o existe um teorema ana´logo ao de Halphen no caso de caracter´ıstica
positiva. Entretanto, em caracter´ıstica zero temos a cota de Harris, a qual suporemos va´lida em
caracter´ıstica positiva e, dessa forma poderemos calcular alguns invariantes da curva.
3.1 Cota de Harris para Curvas Espaciais
Em [15, Thm 3.22, p. 117], Harris provou o seguinte resultado para corpos de
caracter´ıstica zero:
Teorema 3.1. Existe uma func¸a˜o d0 = d0(n) tal que o seguinte vale: Se C ⊂ Pn e´ uma curva
reduzida, irredut´ıvel e na˜o degenerada de grau d ≥ d0 e geˆnero g, e
g > piα(d, n)
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para algum α ≤ n − 1, enta˜o C esta´ contida numa superf´ıcie de grau menor do que ou igual
a n + α − 2 em Pn. Em particular, se g > pin−1(d, n), enta˜o C esta´ contida numa superf´ıcie
birracionalmente regrada. Ale´m disso, podemos tomar
d0 =

36n, n ≤ 6
288, n = 7
2n+1, n ≥ 8 .
O nu´mero piα(d, n) e´ definido da seguinte forma:
Sejam mα =
⌊
d− 1
n− 1 + α
⌋
e εα = d− 1−mα(n− 1 + α).
Se α ≤ n− 2, defina µα = max
(
0,
⌊
α− n+ 2 + εα
2
⌋)
e
piα(d, n) :=
(
mα
2
)
(n− 1 + α) +mα(εα + α) + µα .
Se α = n− 1, defina µn−1 =
⌊
2 + εn−1
2
⌋
+
{
1, se εn−1 = 2n− 3,
0, se εn−1 6= 2n− 3 .
e
pin−1(d, n) :=
(
mn−1
2
)
(2n− 2) +mn−1(εn−1 + n)− 1 + µn−1 +
{
1, se εn−1 = 2n− 3,
0, se εn−1 6= 2n− 3 .
.
Consideremos C uma curva de grau q+ 1 em P3. Logo, temos que n = 3 e q ≥ 107.
Queremos calcular piα(q + 1, 3) para α = 2.
Temos m2 =
⌊q
4
⌋
e ε2 = q − 4m2. Os poss´ıveis valores para m2 sa˜o
m2 =

q
4
, se q ≡ 0 (mod 4),
q − 1
4
, se q ≡ 1 (mod 4),
q − 2
4
, se q ≡ 2 (mod 4),
q − 3
4
, se q ≡ 3 (mod 4) .
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E, os valores para ε2 e µ2 sa˜o
ε2 =

0, se q ≡ 0 (mod 4),
1, se q ≡ 1 (mod 4),
2, se q ≡ 2 (mod 4),
3, se q ≡ 3 (mod 4) .
e µ2 =

1, se q ≡ 0, 1 (mod 4),
2, se q ≡ 2 (mod 4),
3, se q ≡ 3 (mod 4) .
Temos os seguintes valores para pi2(q + 1, 3):
1) q ≡ 0 (mod 4) :
pi2(q + 1, 3) =
(q
4
)
!
2!
(q
4
− 2
)
!
· 4 + 3q
4
=
q
4
(q
4
− 1
)
· 2 + 3q
4
=
q2 − 4q
8
+
3q
4
=
q(q + 2)
8
.
2) q ≡ 1 (mod 4) :
pi2(q + 1, 3) =
(
q − 1
4
)
!
2!
(
q − 1
4
− 2
)
!
· 4 + q − 1
=
q − 1
2
· q − 5
4
+ q − 1
=
q2 + 2q − 3
8
.
3) q ≡ 2 (mod 4) :
pi2(q + 1, 3) =
(
q − 2
4
)
!
2!
(
q − 2
4
− 2
)
!
· 4 + q − 2
4
· 5 + 1
=
(q − 2)(q − 6)
8
+
5q − 6
4
=
q(q + 2)
8
.
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4) q ≡ 3 (mod 4) :
pi2(q + 1, 3) =
(
q − 3
4
)
!
2!
(
q − 3
4
− 2
)
!
· 4 + q − 3
4
· 6 + 3
=
(q − 3)(q − 7)
8
+
6q − 6
4
=
q2 + 2q + 9
8
.
Logo, temos
pi2(q + 1, 3) =

q(q + 2)
8
, se q ≡ 0, 2 (mod 4),
q2 + 2q − 3
8
, se q ≡ 1 (mod 4),
q2 + 2q + 9
8
, se q ≡ 3 (mod 4) .
Temos enta˜o o seguinte resultado
Corola´rio 3.2. Seja C uma curva em P3, reduzida, irredut´ıvel e na˜o degenerada, de grau q + 1 e
geˆnero g. Para q ≥ 107, se g > pi2(q + 1, 3), enta˜o C esta´ contida numa superf´ıcie de grau menor
do que ou igual a 3.
3.2 Curvas em Superf´ıcies Cu´bicas
Sejam X uma curva Fq2-maximal, D = |(q + 1)P0| a se´rie de Frobenius em X , onde
P0 ∈ X e´ um ponto racional e g := g(X ) o geˆnero de X . Suponhamos que g satisfac¸a
F (q) := (q − 1)(q − 2)/6 < g ≤ g3(q) := b(q2 − q + 4)/6c e g 6= (q2 − 2q + 3)/6 . (3.1)
Pela hipo´tese em g, temos que dimD = 3. Assim temos um mergulho φ : X → P3,
ver [31, p. 233]. No que segue identificaremos X com φ(X ). Como grau de D e´ q + 1, temos que
X e´ uma curva de grau q + 1.
Sabemos que a cota de Harris vale para curvas sobre o corpo dos nu´meros complexos,
mas na˜o e´ conhecido se a mesma vale para corpos de caracter´ıstica positiva. Em seu artigo, The
Uniform Position Principle for Curves in Characteristic p, Rathmann diz que ”...pode-se esperar
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que as Cotas de Harris sejam va´lidas em caracter´ıstica arbrita´ria, mas na˜o e´ claro como de fato
podemos prova´-las.”.
Motivados pela cota de Harris e pelas considerac¸o˜es de Rathmann, assumiremos,
neste cap´ıtulo, a seguinte
Hipo´tese: Para q ≥ 107, curvas maximais com geˆnero g satisfazendo
g > pi2(q + 1, 3) =

q(q + 2)
8
, se q ≡ 0, 2 (mod 4),
q2 + 2q − 3
8
, se q ≡ 1 (mod 4),
q2 + 2q + 9
8
, se q ≡ 3 (mod 4) .
esta˜o contidas numa superf´ıcie de grau menor do que ou igual a 3 .
Lema 3.3. Seja X uma curva Fq2-maximal cujo geˆnero g satisfaz (3.1), enta˜o X esta´ contida
numa u´nica superf´ıcie cu´bica definida sobre Fq2.
Prova: Como g satisfaz (3.1), enta˜o g > pi2(q+1, 3) e, portanto X esta´ contida numa superf´ıce de
grau menor do que ou igual a 3. Seja Sd contida em P3 uma tal superf´ıcie de grau d ≤ 3. Temos
que d 6= 1, pois X na˜o esta´ contida em nenhum plano. Logo, d = 2 ou d = 3. Se d = 2 enta˜o,
pelo Teorema 2.2, temos que g = b(q− 1)2/4c, o que contradiz a hipo´tese em g. Assim, temos que
d = 3.
Suponhamos, agora, que X esteja contida em duas superf´ıcies cu´bicas distintas S1
e S2, i.e., X ⊂ S1 ∩ S2. Pelo Teorema de Be´zout temos que∑
j
I(S1, S2;Zj) · degZj = degS1 · degS2 ,
onde Zj ⊂ S1 ∩ S2 e´ uma componente irredut´ıvel, e I(S1, S2;Zj) e´ a multiplicidade de intersec¸a˜o
de S1 e S2 ao longo de Zj(ver [17], Chap. I, Section 7). Dessa forma, temos que
degX ≤
∑
j
I(S1, S2;Zj) · degZj = 9 ,
e portanto, q + 1 = degX ≤ 9, ou seja q ≤ 8, um absurdo. Em particular, S esta´ definida sobre
Fq2 . De fato, se S na˜o esta´ definida sobre Fq2 , enta˜o Φq2(S) 6= S, onde Φq2 e´ o morfismo de
Fro¨benius relativo ao corpo Fq2 . Assim, X esta´ contida em duas superf´ıcies cu´bicas distintas, o
que e´ uma contradic¸a˜o. 
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Observac¸a˜o 2: Exemplos de curvas maximais com geˆnero no intervalo em (3.1) contidas em
superf´ıcie cu´bica sa˜o dadas em [22, Section 5].
3.3 Estimando j2(P )
Queremos estudar como a reta tangente L1(P ) intersecta a curva X num ponto
racional P ∈ X , isto e´, devemos calcular j2. Como dimD = 3, temos que
j0 := j0(P ) = 0 < j1 := j1(P ) = 1 < j2 := j2(P ) < j3 := j3(P ) = q + 1
(veja a definic¸a˜o desses invariantes no Apeˆndice A). Assim, o valor de j2 precisa ser calculado.
Antes de determinarmos os poss´ıveis valores, provaremos o seguinte lema, cuja prova e´ longa e
te´cnica.
Lema 3.4. Para todo P ∈ X (Fq2) temos:
i) 2j2 + 1 6= j3 , i. e., j2 6= q/2 .
ii) 2j2 6= j3 + 2 , i. e., j2 6= (q + 3)/2 .
iii) 3j2 6= 2j3 + 1 , i. e., j2 6= (2q + 3)/3 .
iv) 3j2 6= 2j3 , i. e., j2 6= (2q + 2)/3 .
v) j2 + 2 6= j3 , i. e., j2 6= q − 1.
Prova: i) Suponhamos que exista P ∈ X (Fq2) tal que 2j2 + 1 = j3. Logo, temos que j2 = q/2
e, portanto q e´ par. Como P e´ um ponto racional e q/2 e´ uma (|(q + 1)P, P )−ordem, existe
f ∈ L((q+ 1)P ) tal que q+ 1 + vP (f) = q/2. Portanto, q+ 1− q/2 pertence a H(P ). Conclu´ımos
que H(P ) conte´m S = 〈q+ 1− q/2, q, q+ 1〉, isto e´, S e´ o semigrupo nume´rico gerado por q + 2
2
, q
e q + 1, logo temos g(H(P )) ≤ g(S).
Queremos calcular o geˆnero de S. Para isso usaremos os me´todos que esta˜o relaci-
onados no cap´ıtulo 2, sec¸a˜o 2. Primeiro, mostremos que os geradores de S sa˜o dois a dois primos
entre si.
Como q e´ par, podemos escrever q = 2n, n ≥ 4. Claramente temos M.D.C(q, q+1) =
1. Escrevamos enta˜o S como S = 〈2n−1 + 1, 2n, 2n + 1〉.
Seja d = M.D.C.(2n−1 + 1, 2n). Como 2 na˜o divide 2n−1 + 1, vem que d = 1. Agora,
seja d = M.D.C.(2n−1 + 1, 2n + 1). Logo, d divide 2 · (2n−1 + 1)− (2n + 1) = 1, ou seja d = 1.
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Calculemos agora ci, para i ∈ {1, 2, 3}. Temos,
c1
(
q + 2
2
)
= r12q + r13(q + 1)
c2q = r21
(
q + 2
2
)
+ r23(q + 1)
c3(q + 1) = r31
(
q + 2
2
)
+ r32q ,
com c1 > r31, r21; c2 > r12, r32; c3 > r13, r23 e r12, r13, r21, r23, r31, r32 ∈ N \ {0}.
Da terceira igualdade acima temos que c3 = 2, r31 = 2 e r32 = 1. Dessa forma,
teremos r13 = r23 = 1. Agora, como q = r13r21 + r21r23 + r23r31, vem que q = 2r21 + 2, ou seja,
r21 = (q − 2)/2. Assim temos,
c2q =
(q − 2)
2
· (q + 2)
2
+ q + 1 i.e. c2q =
(q + 4)
4
· q ,
logo, c2 =
q + 4
4
. Temos tambe´m que (q+ 2)/2 = r12r13 + r12r23 + r13r32, assim r12 = q/4. Assim,
temos c1 · (q + 2)/2 = (q/4)q + q + 1, i.e., c1 = (q + 2)/2. Finalmente, temos que o geˆnero de S e´:
g =
1
2
[(c1 − 1)n1 + (c2 − 1)n2 + (c3 − 1)n3 − c1c2c3 + 1]
=
1
2
[(
q + 2
2
− 1
)
· (q + 2)
2
+
(
(q + 4)
4
− 1
)
q + (2− 1)(q + 1)−
(
q + 2
2
)(
q + 4
4
)
2 + 1
]
=
1
2
[
q2 + 2q
4
+
q2
4
+ q + 2− (q
2 + 6q + 8)
4
]
=
q2
8
.
Como g = g(H(P )) ≤ g(S), vem que g ≤ q
2
8
. Por outro lado, g >
q2 − 3q + 2
6
,
temos uma contradic¸a˜o, pois
q2 − 3q + 2
6
>
q2
8
. 
ii) Suponhamos que exista P ∈ X (Fq2) tal que 2j2 = j3 + 2. Logo temos que j2 = (q + 3)/2 e,
portanto, q e´ ı´mpar.
De maneira ana´loga ao item anterior, seja S = 〈q − 1
2
, q, q+1〉 o semigrupo nume´rico
gerado por
q − 1
2
, q e q + 1. Como q e´ ı´mpar, temos que q ≡ 1 (mod 4) ou q ≡ 3 (mod 4).
Calculemos o geˆnero de S em cada um dos casos.
(1) q ≡ 1 (mod 4)
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Usaremos aqui a notac¸a˜o da Definic¸a˜o 1. Podemos escrever q = 4k + 1, k ∈ N.
Consideremos a sequ¨eˆncia ((q−1)/2, q+1, q) = (2k, 4k+2, 4k+1). Como MDC(2k, 4k+2, 4k+1) =
1, temos que Λ3, o qual e´ o semigrupo gerado por A3, e´ exatamente S. Queremos mostrar que
esta sequ¨eˆncia e´ telesco´pica.
Temos que d1 = MDC(2k) = 2k e d2 = MDC(2k, 4k + 2) = 2. Logo temos,
A1 =
{
2k
2k
}
= {1},
A2 =
{
2k
2
,
4k + 2
2
}
= {k, 2k + 1}.
Assim, Λ1 = 〈A1〉 = N e Λ2 = 〈A2〉 = 〈k, 2k + 1〉. Claramente temos que a2
d2
=
2k + 1 ∈ Λ1 e, a3
d3
= 4k + 1 ∈ Λ2, pois 4k + 1 = 2 · k + 1 · (2k + 1). Portanto, a sequ¨eˆncia(
q − 1
2
, q + 1, q
)
e´ telesco´pica, e o geˆnero de Λ3 e´ dado por
g(Λ3) = d2g(Λ2) +
(d2 − 1)(a3 − 1)
2
= 2
( q−1
4
− 1)( q+1
2
− 1)
2
+
(2− 1)(q − 1)
2
=
(q − 5)(q − 1)
8
+
(q − 1)
2
=
(q − 1)2
8
.
Como g ≤ g(Λ3) segue que g ≤ (q − 1)
2
8
. Mas, g >
(q − 1)(q − 2)
6
, o que nos leva
a uma contradic¸a˜o, pois
(q − 1)(q − 2)
6
>
(q − 1)2
8
.
(2) q ≡ 3 (mod 4)
Escrevamos q = 4k+3, k ∈ N, assim S = 〈(q−1)/2, q, q+1〉 = 〈2k+1, 4k+3, 4k+4〉.
Claramente temos que MDC(4k+3, 4k+4) = 1,MDC(2k+1, 4k+4) = 1 e MDC(2k+1, 4k+3) = 1.
Calculemos agora ci, para i ∈ {1, 2, 3}. Temos,
c1
(
q − 1
2
)
= r12q + r13(q + 1)
c2q = r21
(
q − 1
2
)
+ r23(q + 1)
c3(q + 1) = r31
(
q − 1
2
)
+ r32q,
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com c1 > r31, r21; c2 > r12, r32; c3 > r13, r23 e r12, r13, r21, r23, r31, r32 ∈ N \ {0}.
Da segunda igualdade acima temos que c2 = 2, r21 = 2 e r23 = 1. Dessa forma
teremos r12 = r32 = 1. Como (q − 1)/2 = r12r13 + r12r23 + r13r32, temos que 2r13 + 1 = (q − 1)/2,
ou seja, r13 = (q − 3)/4. Logo,
c1
(
q − 1
2
)
= 1 · q + (q − 3)
4
(q + 1), i.e., c1
(
q − 1
2
)
=
(q − 1)
2
· (q + 3)
2
,
ou seja, c1 =
q + 3
2
. Temos tambe´m que q + 1 = r12r31 + r21r32 + r31r32, substituindo os valores
temos q + 1 = 2r31 + 2, ou seja, r31 = (q − 1)/2. Assim,
c3(q + 1) =
(
q − 1
2
)
·
(
q − 1
2
)
+ 1 · q i.e. c3(q + 1) = (q + 1)
2
4
,
logo, c3 =
q + 1
4
. Finalmente, temos que o geˆnero de S e´
g =
1
2
[(c1 − 1)n1 + (c2 − 1)n2 + (c3 − 1)n3 − c1c2c3 + 1]
=
1
2
[(
q + 3
2
− 1
)(
q − 1
2
)
+ (2− 1)q +
(
q + 1
4
− 1
)
(q + 1)− (q + 3)
2
· 2 · (q + 1)
4
+ 1
]
=
1
2
[
q2 − 1
4
+ q +
(q − 3)(q + 1)
4
− (q
2 + 4q + 3)
4
+ 1
]
=
q2 − 2q − 3
8
.
Como g ≤ g(S), segue que g ≤ q
2 − 2q − 3
8
. Mas, g >
(q − 1)(q − 2)
6
, o que nos
leva a uma contradic¸a˜o pois,
(q − 1)(q − 2)
6
>
q2 − 2q − 3
8
.
iii) Suponhamos que exista um ponto racional P tal que 3j2 = 2j3 +1. Da´ı, segue que j2 =
2q + 3
3
e, como j2 e´ um nu´meiro inteiro, temos que q ≡ 0(mod3). Seja H(P ) o semigrupo de Weierstrass
em P . Temos que H(P ) conte´m {q + 1− 2q + 3
3
, q, q + 1}.
Seja S = 〈q/3, q, q + 1〉. Novamente, escrevamos q = 3m,m ∈ N. Consideremos
a sequeˆncia (m, 3m, 3m + 1). Mostremos que e´ telesco´pica. Temos que d1 = MDC(m) = m,
d2 = MDC(m, 3m) = m e d3 = MDC(m, 3m, 3m+ 1) = 1.
Sejam Λi o semigrupo gerado por Ai, onde Ai =
{
a1
di
, . . . ,
ai
di
}
, i = 1, 2, 3. Temos
que A1 = {1}, A2 = {1, 3} e A3 = {m, 3m, 3m+ 1}. Assim, Λ1 = Λ2 = N e Λ3 = S.
E´ claro que 3m ∈ Λ1 e que 3m + 1 ∈ Λ2. Portanto, a sequeˆncia e´ telesco´pica. O
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geˆnero de S e´ enta˜o dado por
g(S) =
q
3
· 0 +
(q
3
− 1
)
q
2
=
q(q − 3)
6
.
Como S ⊂ H(P ), temos que g = g(H(P )) ≤ g(S), o que contradiz a hipo´tese em
g.
iv) Suponhamos que exista um ponto racional P tal que 3j2 = 2j3, da´ı, j2 =
2q + 2
3
e, como j2
e´ um nu´mero inteiro, segue que q ≡ 2 (mod 3). Seja H(P ) o semigrupo de Weierstrass em P .
Temos que H(P ) conte´m {q + 1− (2q + 2)/3, q, q + 1}.
Seja S = 〈(q + 1)/3, q, q + 1〉. De q ≡ 2 (mod 3), temos que existe r ∈ N tal
que q = 3r + 2. Consideremos a sequeˆncia (r + 1, 3r + 3, 3r + 2) =
(
q + 1
3
, q + 1, q
)
. Temos
que d1 = MDC(r + 1) = r + 1, d2 = MDC(r + 1, 3r + 3) = (r + 1)MDC(1, 3) = r + 1 e
d3 = MDC(r + 1, 3r + 3, 3r + 2) = 1.
Logo, temos que A1 = {1}, A2 = {1, 3} e A3 = {r + 1, 3r + 3, 3r + 2}. Seja Λi
o semigrupo gerado por Ai, i = 1, 2, 3. Temos enta˜o que Λ1 = Λ2 = N e Λ3 = S. E´ claro que
3r + 3 ∈ Λ1 e que 3r + 2 ∈ Λ2. Assim, a sequeˆncia e´ telesco´pica. O geˆnero de S e´ enta˜o dado por
g(S) = d2g(Λ2) +
(d2 − 1)(a3 − 1)
2
=
q + 1
3
· 0 +
(
q + 1
3
− 1
)
(q − 1)
2
=
(q − 1)(q − 2)
6
.
Como S ⊂ H(P ), temos que g = g(H(P )) ≤ g(S), o que contradiz a hipo´tese em
g.
v) Suponhamos que exista P ∈ X (Fq2) tal que j2 + 2 = j3, teremos enta˜o j2 = q − 1. Logo, 2
pertence ao semigrupo de Weierstrass H(P ). Seja S o semigrupo gerado por 2, q e q + 1. Segue
que S ⊂ H(P ) e g(H(P )) ≤ g(S). Calculemos o geˆnero de S. Dividiremos em dois casos:
1) q par: Escrevamos q = 2k, k natural. Observe que na˜o podemos aplicar a Proposic¸a˜o
2.5. Verifiquemos se a sequeˆncia (2, 2k, 2k + 1) e´ telesco´pica. Temos que MDC(2, 2k) = 2 e
MDC(2, 2k, 2k+ 1) = 1. Logo, A1 = {1}, A2 = {1, k} e A3 = {2, 2k, 2k+ 1}. Assim, Λ1 = Λ2 = N
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e Λ3 = S. E´ claro que
2k
2
∈ Λ1 e 2k+ 1 ∈ Λ2. Assim, a sequeˆncia e´ telesco´pica e, o geˆnero de S e´
dado por
g(S) = 2g(Λ2) +
(2− 1)(2k + 1− 1)
2
= k
=
q
2
.
Portanto, g = g(H(P )) ≤ q
2
, uma contradic¸a˜o!
2) q ı´mpar: Escrevamos q = 2k + 1, k natural. Novamente, na˜o podemos aplicar a Proposic¸a˜o
2.5. Consideremos a sequeˆncia (2, 2k+ 2, 2k+ 1). Temos que MDC(2, 2k+ 2) = 2 e, MDC(2, 2k+
2, 2k+1) = 1. Assim, A1 = {1}, A2 = {1, k+1} e A3 = {2, 2k+2, 2k+1}. Portanto, Λ1 = Λ2 = N
e Λ3 = S. E´ claro que 2k + 2 ∈ Λ1 e que 2k + 1 ∈ Λ2. Logo, a sequeˆncia e´ telesco´pica. O geˆnero
de S e´ dado por:
g(S) = 2g(Λ2) +
(2− 1)(2k + 1− 1)
2
= k
=
q − 1
2
.
Portanto, g = g(H(P )) ≤ q − 1
2
, uma contradic¸a˜o! 
Observac¸a˜o 3. Na demonstrac¸a˜o do Lema 3.4(i) consideramos q uma poteˆncia 2. Agora, conside-
remos o semigrupo nume´rico S gerado por
q + 2
2
, q, q+1 com q = 2r, para algum r ∈ N. Podemos
escrever S = 〈r+1, 2r, 2r+1〉. Queremos calcular o geˆnero de S. Temos que MDC(r+1, 2r+1) = 1.
Seja d = MDC(r + 1, 2r), logo d divide 2r + 2− 2(r) = 2 e, d = 1 ou d = 2.
Caso d = 1, o ca´lculo do geˆnero de S segue ana´logo ao Lema 3.4(i). Suponhamos
enta˜o d = 2. Consideremos a sequeˆncia (r+ 1, 2r, 2r+ 1). Temos que A1 = {1}, A2 =
{
r + 1
2
, r
}
e A3 = {r + 1, 2r, 2r + 1}. Sendo Λi = 〈Ai〉, para i = 1, 2, 3, temos que Λ1 = N, Λ2 =
〈
r + 1
2
, r
〉
e Λ3 = S.
E´ claro que r ∈ Λ1. Tambe´m, 2r + 1 = 2 · r + 1
2
+ r ∈ Λ2. Logo, a sequeˆncia e´
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telesco´pica. O geˆnero de S e´ enta˜o dado por
g(S) = 2 · g(Λ2) + (2− 1)(q + 1− 1)
2
= 2 ·
(
q + 2
4
− 1
)(q
2
− 1
)
2
+
q
2
=
(q − 2)2 + 4q
8
=
q2 + 4
8
.

Agora vamos ao resultado principal deste cap´ıtulo.
Teorema 3.5. Se o geˆnero de X satisfaz (3.1), enta˜o para P ∈ X (Fq2), temos que
j2 ∈
{
2, 3,
q + 1
3
,
q + 2
3
,
q + 3
3
}
.
Prova: Pelo Lema 3.3, temos que X esta´ contida numa u´nica superf´ıcie cu´bica S3 do espac¸o
projetivo P3(F¯q2) que esta´ definida sobre Fq2 . Sejam x0 = 1, x1, x2, x3 func¸o˜es Fq2-racionais em X ,
tais que vP (xi) = ji. A menos de automorfismos de P3, podemos considerar φ = (x0 : x1 : x2 : x3).
Como vP (xi) = ji temos que xi(P ) = 0, i = 1, 2, 3 e x0(P ) 6= 0. Assim, P =
(x0(P ) : 0 : 0 : 0), ou seja, P = (1 : 0 : 0 : 0). Seja
f(X0, X1, X2, X3) = a000X
3
0 + a001X
2
0X1 + a002X
2
0X2 + a003X
2
0X3 + a111X
3
1
+ a110X
2
1X0 + a112X
2
1X2 + a113X
2
1X3 + a222X
3
2 + a220X
2
2X0
+ a221X
2
2X1 + a223X
2
2X3 + a333X
3
3 + a330X
2
3X0 + a331X
2
3X1
+ a332X
2
3X2 + a012X0X1X2 + a013X0X1X3 + a023X0X2X3 + a123X1X2X3 ,
a equac¸a˜o que define S3. Como f(P ) = 0 tem-se que a000 = 0. Tambe´m temos
f(1, x1, x2, x3) = a001x1 + a002x2 + a003x3 + a111x
3
1 + a110x
2
1
+ a112x
2
1x2 + a113x
2
1x3 + a222x
3
2 + a220x
2
2 + a221x
2
2x1
+ a223x
2
2x3 + a333x
3
3 + a330x
2
3 + a331x
2
3x1 + a332x
2
3x2
+ a012x1x2 + a013x1x3 + a023x2x3 + a123x1x2x3 ,
e f(1, x1, x2, x3) = 0, uma vez que X ⊂ S3.
As valorizac¸o˜es das func¸o˜es x1, x2, x3, x
3
1, x
2
1, x
2
1x2, x
2
1x3, x
3
2, x
2
2, x
2
2x1, x
2
2x3, x
3
3, x
2
3, x
2
3x1,
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x23x2, x1x2, x1x3, x2x3 e x1x2x3 em P sa˜o, respectivamente:
1, j2, j3, 3, 2, j2+2, j3+2, 3j2, 2j2, 2j2+1, 2j2+j3, 3j3, 2j3, 2j3+1, 2j3+j2, j2+1, j3+1, j2+j3, j2+j3+1.
(3.2)
Agora, alguma das func¸o˜es de f(1, x1, x2, x3), diferente de x1, deveria ter valorizac¸a˜o
igual a vP (x1) = 1, mas isso na˜o ocorre, logo a001 = 0
1. Se j2 for igual a 2 ou 3, na˜o ha´ nada a
provar. Suponhamos j2 > 3. Logo, teremos a111 = a110 = 0.
As valorizac¸o˜es em (3.2) satisfazem
• j2 < j2 + 1 < j2 + 2
• j3 < j3 + 1 < j3 + 2
• j3 + j2 < j2 + j3 + 1
• 2j3 < 2j3 + 1 < 2j3 + j2
Falta analisarmos as valorizac¸o˜es 3j3, 2j2 + j3, 2j2 + 1, 3j2 e 2j2.
Como j2 > 3, enta˜o j2 + j3 > j3 + 2. Temos que j3 > j2, assim j3 ≥ j2 + 1. Se
j3 = j2 + 1, enta˜o j2 = q e, portanto m1 = 1, um absurdo! Logo, j3 ≥ j2 + 2.
Se j3 = j2 + 2, enta˜o j2 = q − 1, o que na˜o pode ocorrer pelo Lema 3.4(v). Logo,
j3 > j2 + 2.
Temos que j3 > j2 + 1, logo 2j3 > j3 + j2 + 1. Decorre que 2j3 > j3 + j2 e, tem-se
3j3 > 2j3 + j2.
Uma vez que j2 > 3 e j3 > j2 + 1, os inteiros 2j2, 2j2 + 1, 3j2 e 2j2 + j3 satisfazem
1. j2 + 2 < 2j2 < j3 + j2
2. j2 + 2 < 2j2 + 1 < j3 + j2
3. j2 + 2 < 3j2 < 2j3 + j2
4. j3 + j2 + 1 < 2j2 + j3 < 2j3 + j2
De fato,
1. Como j2 > 3, enta˜o j2 > 2. Da´ı, 2j2 > j2+2. Tambe´m, como j2 < j3, segue que 2j2 < j3+j2.
1Estamos usando o seguinte resultado da Teoria das Valorizac¸o˜es: Sejam a1, . . . , an ∈ K tais que a1+· · ·+an = 0.
Enta˜o, para todo i existe j 6= i tal que v(ai) = v(aj).
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2. De 2j2 > j2 +2, temos 2j2 +1 > 2j2 > j2 +2. Como j3 +j2 > 2j2, temos que j3 +j2 ≥ 2j2 +1.
Se j3 + j2 = 2j2 + 1, enta˜o j2 + 1 = j3 e, teremos j2 = q, o que ja´ provamos que na˜o pode
ocorrer. Logo, j3 + j2 > 2j2 + 1.
3. Como 2j2 > j2 +2, segue que 3j2 > 2j2 > j2 +2. Temos que 2j2 < j3 + j2 e j2 < j3, somando
essas desigualdades, temos 3j2 < 2j3 + j2.
4. De 2j2 > j2 + 2 > j2 + 1, temos 2j2 + j3 > j3 + j2 + 1. Como j2 < j3, somando j2 + j3 em
ambos os lados, temos 2j2 + j3 < 2j3 + j2.
Agora, uma das valorizac¸o˜es 2j2 + j3, 2j2 + 1, 3j2 e 2j2, deve ser igual a alguma
valorizac¸a˜o em (3.2).
Assim, pelo Lema 3.4 devemos ter uma das seguintes situac¸o˜es
a) 2j2 ∈ {j3, j3 + 1}.
b) 2j2 + 1 ∈ {j3 + 1, j3 + 2}.
c) 3j2 ∈ {j3, j3 + 1, j3 + 2, j3 + j2, j3 + j2 + 1}.
d) 2j2 + j3 ∈ {2j3, 2j3 + 1}.
Observe que (a), (b) e (d) sa˜o equivalentes. Tambe´m, 3j2 = j3 + j2 e´ equivalente
a` 2j2 = j3, e 3j2 = j3 + j2 + 1 e´ equivalente a` 2j2 = j3 + 1. Dessa forma ficamos com as seguintes
situac¸o˜es:
(i) 2j2 ∈ {j3, j3 + 1} .
(ii) 3j2 ∈ {j3, j3 + 1, j3 + 2} .
Afirmamos que (i) nunca ocorre. De fato suponhamos que sim, enta˜o existe um
ponto P ∈ X (Fq2) tal que 2j2(P ) ∈ {j3(P ), j3(P ) + 1}, ou seja j2(P ) ∈ {(q + 1)/2, (q + 2)/2}.
Temos enta˜o a seguinte situac¸a˜o: X uma curva maximal, dimD = 3 e existe P ∈ X (Fq2) tal que
j2(P ) ∈ {(q + 1)/2, (q + 2)/2}. Logo, por [21, Thm. 1], temos g > g3(q), uma contradic¸a˜o.
Finalmente, como j2 pode assumir um dos valores 2 e 3 e, j3 = q + 1, o teorema
segue. 
Em [21, Lemma 9(2)] tem-se que j2(P ) > 2 se, e somente se, a reta tangente L1(P )
de X em P um ponto racional esta´ contida em Q, onde Q e´ uma superf´ıcie qua´drica. O corola´rio
a seguir nos da´ um resultado pro´ximo ao mesmo.
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Corola´rio 3.6. Se j2(P ) > 3, enta˜o a reta tangente L1(P ) esta´ contida na superf´ıcie cu´bica S3.
Prova: Temos que L1(P ) e´ dada por X2 = X3 = 0, cf. [28, Thm. 1.1]. Assim, f(L1(P )) =
a111X
3
1 + a110X
2
1X0. Logo, se a111 = a110 = 0, enta˜o L1(P ) ⊂ S3. Como j2(P ) > 3 enta˜o
a111 = a110 = 0. De fato, suponha que alguns deles na˜o seja nulo, digamos a111 6= 0. Enta˜o,
alguma valorizac¸a˜o em (3.2), diferente de vP (x
3
1), deve ser igual a 3, da´ı a u´nica possibilidade e´
j2(P ) = 3, e o corola´rio segue. 
Observac¸a˜o 4: Temos abaixo exemplos de curvas maximais para todos os valores j2 no Teorema
3.5, exceto para j2 =
q + 1
3
; sa˜o eles:
(1) q ≡ 0 (mod 3), yq + y =
(
i=1∑
t
xq/3
i
)2
, q = 3t, g =
q(q − 1)
6
, existe P ∈ X (Fq2) tal que
j2(P ) =
q + 3
3
, cf. [2, Thm. 2.1 e Prop. 5.6]
(2) q ≡ 1 (mod 3), yq − yx2(q−1)/3 + ωx(q−1)/3 = 0, ω ∈ Fq2 , ωq−1 = −1, g = q(q − 1)
6
, existe
P ∈ X (F) tal que j2(P ) = q + 2
3
, loc. cit..
(3) q ≡ 2 (mod 3), temos duas curvas:
(3.1) yx(q−2)/3 + yq + x(2q−1)/3 = 0, g =
q2 − q − 2
6
, existe P ∈ X (Fq2) tal que j2(P ) = 2, cf.
[3, Prop. 6.4].
(3.2) yq+1 + 3x2(q+1)/3 + 3x(q+1)/3 = 0, g =
q2 − q + 4
6
, existe P ∈ X (Fq2) tal que j2(P ) = 3,
cf. [6, Section 5].
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Cap´ıtulo 4
Certas curvas com dimensa˜o de
Frobenius 3
Sejam C1 e C2 curvas sobre Fq2 , q ≡ 1 (mod 3) dadas por
C1 : z(q2−1)/3 = t(t+ 1)q−1,
C2 : vq − vu2(q−1)/3 + ωu(q−1)/3 = 0, onde ωq−1 = −1, ω ∈ Fq2 .
Por [11, Ex. 6.3], C1 tem geˆnero g = q(q− 1)/6 e, portanto, dimensa˜o de Frobenius
de C1 e´ 3, por Castelnuovo. A curva C1 e´ coberta pela curva Hermitiana H : yq + y = xq+1, via o
morfismo ϕ : H → C1 dado por ϕ(x, y) = (x3, yq−1). Logo, C1 e´ Fq2−maximal.
Tambe´m, por [2, Thm. 2.1(III)], C2 tem geˆnero g = q(q − 1)/6 e, da´ı, dimensa˜o
de Frobenius 3. E´ coberta pela curva Hermitiana H dada por xyq − xqy + ω = 0 via o morfismo
ψ : H → C2 dado por ψ(x, y) = (ωx, ω−1y), logo, C2 e´ Fq2−maximal.
Para q = 7, temos que C1 e C2 tem geˆnero 7 e, ambas possuem em algum ponto
racional P , na˜o necessariamente igual, j2(P ) = 3, por [4, Prop. 7.7], [2, Thm. 2.1] e [18, pgs. 397
e 399]. Assim, por [7, Thm. 5], C1 e C2 sa˜o birracionalmente equivalentes. Queremos generalizar
este resultado para qualquer q ≡ 1 (mod 3).
Sejam H¯ = Fq2(x, y) o corpo de func¸o˜es da curva hermitiana H, com yq + y = xq+1,
e F1 o corpo de func¸o˜es de C1. Por [11, Ex. 6.3], F1 e´ o corpo fixo de G = 〈ξ(q2−1)/3〉, onde
ξ ∈ Aut(H¯) e´ definido por ξ(x) = ax, ξ(y) = aq+1y, a e´ uma raiz primitiva (q2 − 1)-e´sima da
unidade.
Observe que a ordem de ξ e´ q2−1. De fato, temos que ξj(x) = ajx e ξj(y) = a(q+1)jy.
Se 0 ≤ j ≤ q2 − 2, enta˜o ξj(x) 6= x e ξj(y) 6= y. Se j = q2 − 1, enta˜o ξj(x) = x e ξj(y) = y. E,
consequentemente, ordem de G e´ 3.
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Seja F2 = Fq2(u, v) um corpo de func¸o˜es tal que u =
1
x3
, v = ω
y
x2
, e ω ∈ Fq2 , ωq−1 =
−1. Temos que F2 e´ um subcorpo de H¯, logo F2 e´ maximal. Ale´m disso, u e v satisfazem
vq − vu2(q−1)/3 + ωu(q−1)/3 = 0 .
De fato, seja f(U, V ) = V q−V U2(q−1)/3 +ωU (q−1)/3 ∈ Fq2 [U, V ], com ω como acima.
Assim,
f(u, v) =
(
ω
y
x2
)q
− ω y
x2
(
1
x3
)2(q−1)/3
+ ω
(
1
x3
)(q−1)/3
= ωq
yq
x2q
− ω y
x2q
+ ω
1
xq−1
=
1
x2q
(ωqyq − ωy + ωxq+1)
=
1
x2q
(−ωyq − ωy + ω(yq + y))
= 0 .
Assim, F2 e´ o corpo de func¸o˜es de C2. Por [2, Thm. 2.1(III)] temos que [H : F2] = 3.
Lema 4.1. F2 e´ fixado por G = 〈ξ(q2−1)/3〉.
Prova: De fato,
ξ(q
2−1)/3(u) = ξ(q
2−1)/3
(
1
x3
)
=
1
(a3)(q2−1)/3
1
x3
=
1
x3
= u ,
e
ξ(q
2−1)/3(v) = ξ(q
2−1)/3
(
ω
y
x2
)
= ω(aq+1)(q
2−1)/3 y
a2(q2−1)/3x2
= (aq
2−1)(q−1)/3ω
y
x2
= ω
y
x2
= v .
Logo, F1 e´ fixado por G. 
Pelo Lema anterior, F2 ⊆ F1. Como [H : F1] = 3 e [H : F2] = 3, enta˜o [F1 : F2] = 1.
Finalmente, vamos ao resultado principal deste cap´ıtulo.
Corola´rio 4.2. As curvas C1 e C2 sa˜o birracionalmente equivalentes.
Prova: Observe que F1 e´ o corpo de func¸o˜es de C1 e F2 e´ o corpo de func¸o˜es de C2. Pelo Lema
anterior e comenta´rio seguinte, F1 e´ isomorfo a F2. Logo, C1 e´ birracionalmente equivalente a C2.

Observac¸a˜o 5: Iremos calcular o semigrupo de Weierstrass de algum ponto racional da curva
C1. Por [4, Prop. 7.7], existe um ponto Fq2-racional P de C1 tal que dados i, j ∈ N satisfazendo
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i ≥ j q + 1
3
tem-se iq − j q
2 − 1
3
∈ H(P ), onde H(P ) denota o semigrupo de Weierstrass de C1 em
P .
Como i ≥ j q + 1
3
, enta˜o 3i ≥ j(q + 1). Assim, tomando i = q + 2
3
e j = 1, temos
2q + 1
3
=
q(q + 2)
3
− (q
2 − 1)
3
∈ H(P ) .
Afirmamos que H(P ) = 〈(2q + 1)/3, q, q + 1〉 para isso utilizaremos o me´todo da
Proposic¸a˜o 2.5. De q ≡ 1(mod3), podemos escrever q = 3r + 1, para algum r ∈ N. Dessa forma,
temos S = 〈(2q + 1)/3, q, q + 1〉 = 〈2r + 1, 3r + 1, 3r + 2〉. Seja d = MDC(2r + 1, 3r + 2), logo d
divide 2(3r + 2)− 3(2r + 1) = 1, i. e., d = 1. Assim, o geˆnero de S e´ dado por
g(S) =
[
(c1 − 1)2q + 1
3
+ (c2 − 1)q + (c3 − 1)(q + 1)− c1c2c3 + 1
]
,
onde c1, c2, c3 sa˜o soluc¸o˜es inteiras positivas do sistema
c1
2q + 1
3
= r12q + r13(q + 1)
c2q = r21
2q + 1
3
+ r23(q + 1)
c3(q + 1) = r31
2q + 1
3
+ r32q.
Da equac¸a˜o 1 temos que c1 = 3 e r12 = r13 = 1. Como c1 > r31, r21 e c1 = r21 + r31,
temos as seguintes possibilidades:
(i) r21 = 1 e r31 = 2;
(ii) r21 = 2 e r31 = 1.
Afirmamos que (ii) na˜o ocorre, de fato, suponhamos que sim, enta˜o de q = r13r21 +
r21r23 + r23r31 temos 3r23 + 2 = q, ou seja r23 =
q − 2
3
, mas como q ≡ 1(mod3), segue que r23 /∈ N.
Analisemos agora (i). De q = r13r21 + r21r23 + r23r31 tem-se q = 3r23 + 1, i. e.,
r23 =
q − 1
3
. Como c2q = r21
2q + 1
3
+ r23(q + 1), temos c2q =
q + 2
3
q, assim c2 =
q + 2
3
.
De q + 1 = r12r31 + r21r32 + r31r32, temos q + 1 = 2 + 3r32, logo r32 =
q − 1
3
. Como
c3(q + 1) = r31
2q + 1
3
+ r32q, temos que c3(q + 1) =
q + 2
3
(q + 1), logo c3 =
q + 2
3
. Finalmente, o
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geˆnero de S e´
g(S) =
1
2
[
(3− 1)2q + 1
3
+
(
q + 2
3
− 1
)
q +
(
q + 2
3
− 1
)
(q + 1)− 3q + 2
3
q + 2
3
+ 1
]
=
1
6
[4q + 2 + q2 − q + q2 − 1− (q + 2)2 + 3]
=
1
6
q(q − 1) .
Por [2, Prop. 5.6], existe um ponto Fq2-racional P1 em C2 tal que a primeira na˜o
lacuna na˜o nula de H(P1) e´ (2q + 1)/3 logo, H(P1) = H(P ).
CAPI´TULO 5. GENERALIZAC¸A˜O DA CURVA DE FANALI-GIULIETTI 43
Cap´ıtulo 5
Generalizac¸a˜o da Curva de
Fanali-Giulietti
Nesta sec¸a˜o apresentaremos uma famı´lia de curvas maximais. Essa famı´lia de curvas
surgiu da generalizac¸a˜o do exemplo apresentado em [6, Section 5].
Proposic¸a˜o 5.1. Seja s um divisor pro´prio de q + 1. Seja F o corpo de func¸o˜es sobre Fq2 nas
varia´veis x, t tais que
tq+1 + αx
2(q+1)
s + αx
q+1
s = 0, onde α ∈ F∗q.
Enta˜o o geˆnero g de F e´
g =

(q + 1)(q − 2)
2s
+ 1, se s e´ ı´mpar,
(q + 1)(q − 3)
2s
+ 1, se s e´ par.
(5.1)
Prova: Construiremos o corpo F a partir de um subcorpo deH = Fq2(u, v) com vq+1+uq+1+1 = 0.
Observe que H e´ o corpo de func¸o˜es da curva Hermitiana H. Logo, H e´ maximal.
Consideremos o corpo de func¸o˜es F1 = Fq2(x, y), e y
q+1
s + x
q+1
s + 1 = 0. Temos que
F1 e´ maximal, pois e´ um subcorpo de H.
A equac¸a˜o Y
q+1
s + X
q+1
s + 1 = 0 define uma curva alge´brica plana na˜o singular de
grau
q + 1
s
, logo,
g(F1) =
1
2
(
q + 1
s
− 1
)(
q + 1
s
− 2
)
.
Os zeros de x sa˜o
q + 1
s
lugares distintos de grau 1. O mesmo vale para y e seus
zeros sa˜o todos distintos dos zeros de x. O conjuntos dos polos de x coincide com o conjunto dos
CAPI´TULO 5. GENERALIZAC¸A˜O DA CURVA DE FANALI-GIULIETTI 44
polos de y e estes sa˜o todos de grau 1.
Sejam α ∈ F∗q e w ∈ Fq2 tais que w
q+1
s = α. Como α ∈ Fq, segue que w ∈ Fq2 . Seja
u = wxy ∈ F1 .
Para qualquer lugar P de F1 o qual e´ um zero de x ou de y tem-se vP (u) = 1. Ale´m
disso, para qualquer polo comum de x e y temos que vP (u) = −2. Qualquer outro lugar de F1
na˜o e´ um zero nem um polo de u.
Definamos F por F1(t) onde t
s = u, assim F e´ uma extensa˜o de F1. Temos que u
na˜o e´ uma s poteˆncia de um elemento de F1 e, portanto F |F1 e´ uma extensa˜o de Kummer de grau
s, cf. [27, Prop. 3.7.3].
Sejam P um lugar de F1 e P
′ um lugar de F sobre P . Temos que o ı´ndice de
ramificac¸a˜o e´ dado por
e(P ′|P ) = s
rP
, onde rP = MDC(s, vP (u)).
Queremos calcular o geˆnero, g(F ) de F . Dividiremos em dois casos:
1) s par: Temos que MDC(s, vP (u)) =

2, se P for polo.
1, se P for um zero.
s, se P na˜o for polo nem zero.
Assim,
e(P ′|P ) =

s
2
, se P for polo.
s, se P for um zero.
1, se P na˜o for polo nem zero.
Assim, o geˆnero de F e´ dado por
2g(F )− 2 = s
2
(
q + 1
s
− 1
)(
q + 1
s
− 2
)
2
− 2
+ 2(s2 − 1) (q + 1)s + (s− 1)2(q + 1)s
=
(q + 1− s)(q + 1− 2s)
s
− 2s+ (s− 2)(q + 1)
s
+ (2s− 2)(q + 1)
s
=
(q + 1)(q − 3)
s
g(F ) =
(q + 1)(q − 3)
2s
+ 1.
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2) s ı´mpar: Temos MDC(s, vP (u)) =
{
1, se P for um polo ou um zero de x e y.
s, caso contra´rio.
Assim,
e(P ′|P ) =
{
s, se P for um polo ou um zero de x e y.
1, caso contra´rio.
Temos enta˜o que o geˆnero de F e´ dado por
2g(F )− 2 = s
2
(
q + 1
s
− 1
)(
q + 1
s
− 2
)
2
− 2
+ (s− 1)3(q + 1)s
=
1
s
[(q + 1)2 − 3s(q + 1) + 2s2 − 2s2 + 3s(q + 1)− 3s(q + 1)]
=
(q + 1)(q − 2)
s
g(F ) =
(q + 1)(q − 2)
2s
+ 1 .
De y
q+1
s + x
q+1
s + 1 = 0, multiplicando por (wx)
q+1
s temos
(wxy)
q+1
s + w
q+1
s x
2(q+1)
s + w
q+1
s x
q+1
s = 0.
(ts)
q+1
s + αx
2(q+1)
s + αx
q+1
s = 0.
tq+1 + αx
2(q+1)
s + αx
q+1
s = 0.
Logo, F e´ o corpo de func¸o˜es Fq2(x, t), onde tq+1 + αx
2(q+1)
s + αx
q+1
s = 0. 
Corola´rio 5.2. A curva C definida sobre Fq2 com modelo plano
tq+1 + αx
2(q+1)
s + αx
q+1
s = 0 ,
onde α ∈ F∗q, e´ maximal e seu geˆnero e´ dado em (5.1).
Prova: Temos que F e´ o corpo de func¸o˜es de C, logo o geˆnero de C e´ como em (5.1).
Provemos agora que C e´ maximal. Seja H a curva Hermitiana sobre Fq2 , dada por
vq+1 + uq+1 + 1 = 0 .
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Primeiro, consideremos s = 1. Assim, C tem modelo plano dado por
tq+1 + αx2(q+1) + αxq+1 = 0 .
Considere a aplicac¸a˜o φ : H → C dada por φ(u, v) = (u,wvu), onde e wq+1 = α.
Temos que φ e´ um recobrimento.
De fato, sendo x = u e t = wvu, temos
(wvu)q+1 + αu2(q+1) + αu(q+1) = wq+1vq+1uq+1 + αu2(q+1) + αuq+1
= αuq+1(vq+1 + uq+1 + 1)
= 0.
Assim, C e´ maximal. Agora, suponhamos s > 1. Seja C1 a curva Fq2−maximal dada
por Y q+1 +αX2(q+1) +αXq+1 = 0. Considere a aplicac¸a˜o ψ : C1 → C dada por ψ(X, Y ) = (Xs, Y ).
Temos que ψ e´ um recobrimento, de fato,
Y q+1 + α(Xs)2(q+1)/s + α(Xs)(q+1)/s = Y q+1 + αX2(q+1) + αXq+1
= 0.
Logo, C e´ Fq2-maximal. .
Observac¸a˜o 6:
• Em [11, Ex. 5.10], os autores provam a existeˆncia de curvas maximais com geˆnero como no
Corola´rio 5.2. Provaremos que as curvas no Corola´rio 5.2 sa˜o modelos planos para as curvas
apresentadas no referido artigo para o caso s = 3. Usaremos as notac¸o˜es da Proposic¸a˜o 5.1
e do Corola´rio 5.2.
Para isso, mostraremos que os corpos de func¸o˜es das referidas curvas sa˜o fixados
pelo mesmo subgrupo do grupo de automorfismo do corpo de func¸o˜es da curva Hermitiana.
Considere a curva hermitiana H sobre Fq2 , definida por uq+1 + vq+1 + 1 = 0.
Temos que H e´ o corpo de func¸o˜es de H. Sejam σ1, σ2 ∈ Aut(H) tais que
σ1(u) = ξu, σ1(v) = v, σ2(u) = u e σ2(v) = ξv ,
onde ξ e´ uma raiz primitiva (q + 1)-e´sima da unidade.
Temos que F e´ o corpo de func¸o˜es da curva C do Corola´rio 5.2. Seja H0 o
subcorpo de H fixado por G = 〈σ〉, G subgrupo de Aut(H), onde σ = σa1 ◦ σ2a2 e q+ 1 = 3a.
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Queremos mostrar que H0 = F . Para isso, devemos mostrar que F e´ fixado por G e, da´ı,
F ⊆ H0. Como [H : H0] = 3 e [H : F ] = 3, temos que [H0 : F ] = 1.
Temos que em F , x = u3 e t = wuv, onde w(q+1)/3 = α. Assim, devemos mostrar
que σ fixa x e t. Primeiro calculemos σ em u e v. Temos
σ(u) = σa1 ◦ σ2a2 (u) = σa1(σ2a2 (u))
= σa1(u) = ξ
au .
σ(v) = σa1 ◦ σ2a2 (v) = σa1(σ2a2 (v))
= σa1(ξ
2av) = ξ2av .
Logo temos
σ(x) = σ(u3) = ξ3au3 = ξq+1u3 = x
e
σ(t) = σ(wuv) = wσ(u)σ(v) = wξauξ2av = ξ3awuv = ξ3at = t .
Portanto, a curva C para s = 3, do Corola´rio 5.2, e´ um modelo para a curva em
[11, Ex. 5.10].
• A curva X : yq+1 + x2(q+1)/s + x(q+1)/s = 0 e a curva C : tq+1 + αu2(q+1)/s + αu(q+1)/s =
0, α ∈ Fq \ {0} sa˜o Fq2-isomorfas. De fato, como α−1, α ∈ Fq \ {0} existem a, b ∈ Fq2 tais
que bq+1 = α−1 e aq+1 = α. Reescrevendo a equac¸a˜o de C da seguinte forma α−1tq+1 +
u2(q+1)/s + u(q+1)/s = 0, temos que os morfismos ϕ(x, y) = (x, ay) e ψ(u, t) = (u, bt) definem
um isomorfismo entre X e C.
• Em [18, Ex. 10.64], temos a existeˆncia de uma curva maximal de geˆnero g = q
2 − 2q + 5
8
, q ≡
3 (mod 4), pore´m na˜o e´ dado um modelo plano para a mesma. Para s = 4, as curvas do
Corola´rio 5.2 nos da˜o modelos planos de curva maximal com geˆnero como acima, a` saber,
tq+1 + αx(q+1)/4 + αx(q+1)/2 = 0, α ∈ F∗q .
Observac¸a˜o 7: As curvas do Corola´rio 5.2 nos da˜o, ate´ onde sabemos dos artigos que pesquisamos
e da literatura consultada sobre o assunto, novos geˆneros de curvas Fq2 maximal para certos valores
de q, a` saber:
1) q = 49 : temos duas curvas F492−maximais de geˆnero 236 e 116, cujos modelos planos sa˜o
respectivamente, t50 + αx20 + αx10 = 0 e t50 + αx10 + αx5 = 0, onde α ∈ F∗49.
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2) q = 121 : uma curva F1212−maximal de geˆnero 120, com modelo plano dado por t122 +αx4 +
αx2 = 0, onde α ∈ F∗121.
3) q = 9 : uma curva F92−maximal de geˆnero 8, com modelo plano dado por t10+αx4+αx2 = 0,
onde α ∈ F∗9. Neste caso, na tabela de van der Geer(ver www.manypoints.org) na˜o ha´ um
modelo plano para este tipo de curva.
4) q = 169 : treˆs curvas F1692−maximais de geˆnero 2.840, 1.412 e 836, cujos modelos planos
sa˜o, respectivamente:
t170 + αx68 + αx34 = 0,
t170 + αx34 + αx17 = 0 e
t170 + αx20 + αx10 = 0,
onde α ∈ F∗169 .
5) q = 289 : treˆs curvas F2892−maximais de geˆnero 8.324, 4.148 e 1.436, cujos modelos planos
sa˜o, respectivamente:
t290 + αx116 + αx58 = 0,
t290 + αx58 + αx29 = 0 e
t290 + αx20 + αx10 = 0.
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Apeˆndice A
Teoria de Sto¨hr-Voloch
Seja X uma curva definida sobre o corpo finito F de ordem q. Seja E ∈ Div(X ).
Uma se´rie linear em X e´ um subconjunto de |E| = {E + div(f); f ∈ L(E) \ {0}}.
Assim, uma se´rie linear e´ um conjunto do tipo {E + div(f); f ∈ D′ \ {0}}, onde D′
e´ um subespac¸o F-linear de L(E). Denotaremos esta se´rie linear por D.
Os nu´meros d = degD := degE e r = dimD = dimFD′ − 1 sa˜o chamados respec-
tivamente, de grau e dimensa˜o (projetiva) de D.
Seja {f0, f1, . . . , fr} uma base de D′. O morfismo φ : X → Pr(F) definido por
φ(P ) = ((teP f0)(P ) : · · · : (teP fr)(P )), onde t e´ um paraˆmetro local em P , e eP = −min {vP (f0), . . . ,
vP (fr)} e´ o morfismo associado a D.
Se φ e´ na˜o-constante, enta˜o a imagem φ(X ) e´ uma curva alge´brica (poss´ıvelmente
singular) em Pr(F¯).
A curva X pode ser pensada como uma curva parametrizada em Pr(F¯), ou φ(X )
como sendo a manifestac¸a˜o concreta de X em Pr.
Definimos o grau de φ por deg φ = [F(X ) : F(φ(X ))]. φ e´ chamada birracional
(resp. mergulho) se deg φ = 1 (resp. X e´ F-isomorfa a φ(X )).
Um morfismo φ e´ na˜o-degenerado se φ(X ) 6⊆ H para cada hiperplano H em Pr(F¯).
Uma se´rie linearD e´ dita simples se qualquer morfismo associado aD for birracional.
Lema A.1. Um morfismo φ = (f0 : · · · : fr) e´ na˜o-degenerado se, e somente se, f0, . . . , fr sa˜o
F-linearmente independentes.
Prova: ver [30, Lemma 1.2] 
Agora, seja Φ : X → Pr(F¯) um morfismo na˜o-degenerado. Denotemos Φ por
(f0 : · · · : fr). Associaremos uma se´rie linear a Φ.
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Para cada P ∈ X , definimos eP = −min{vP (f0), . . . , vP (fr)}. Seja E =
∑
P∈X
ePP
um divisor em X . Temos que fi ∈ L(E), para cada i = 0, . . . , r.
A se´rie linear Df0,...,fr associada a Φ e´ dada por:
Df0,...,fr = {E + div(f); f ∈ 〈f0, . . . , fr〉 ⊆ L(E)}.
Tem-se que DΦ = Df0,...,fr e´ unicamente determinado por Φ e e´ invariante sob
equivaleˆncia projetiva.
A se´rie linear DΦ pode ser caracterizada como segue:
DΦ = {E + div
(
r∑
i=0
aifi
)
; (a0 : · · · : ar) ∈ Pr(F¯)} ,
pois
r∑
i=0
aifi = 0 se, e somente se, ai = 0 para cada i.
Ja´ que um ponto (a0 : · · · : ar) ∈ Pr(F¯) pode ser identificado com um hiperplano
dado por
r∑
i=0
aiXi = 0, onde (X0 : · · · : Xr) sa˜o coordenadas homogeˆneas em Pr(F¯), obtemos enta˜o
outra caracterizac¸a˜o de DΦ da seguinte forma:
DΦ = {Φ−1(H);H e´ um hiperplano em Pr(F¯)} ,
onde Φ−1(H) = E + div
(
r∑
i=0
aifi
)
, se H e´ dado por
r∑
i=0
aiXi = 0.
Definic¸a˜o 2. Para P ∈ X e i ∈ N, Di(P ) = {D ∈ D;D  iP}.
Temos que Di(P ) ⊇ Di+1(P ) e Di(P ) = ∅ se i > d.
De fato, seja D ∈ Di+1(P ), enta˜o D  (i + 1)P . Como (i + 1)P  iP , vem que
D  iP , logo D ∈ Di(P ). Suponha agora que Di(P ) 6= ∅, para algum i > d. Logo, existe D ∈ D
tal que D  iP , ou seja, degD ≥ i > d, mas degD = d, um absurdo!
Definic¸a˜o 3. Um inteiro na˜o negativo j e´ chamado uma (D, P )-ordem se Dj(P ) ⊃ Dj+1(P ).
Decorre da definic¸a˜o que, se j e´ uma (D, P )-ordem, enta˜o existe D ∈ D tal que
vP (D) = j. Isto significa que existe um hiperplano intersectando Φ(X ) em P com multiplicidade
j.
APEˆNDICE A. TEORIA DE STO¨HR-VOLOCH 54
Denotamos por Li a intersec¸a˜o de todos os hiperplanos em Pr(F¯) intersectando X
em P com multiplicidade no mı´nimo ji+1(P ). Li e´ chamado o i-e´simo plano osculante em P . L1
e´ a reta tangente em P e L2 e´ o plano osculante, quando r = 3.
Definic¸a˜o 4. A multiplicidade de D em P ∈ X e´ definida por
b(P ) = min{vP (D);D ∈ D}.
Temos que b(P ) > 0 se, e somente se, P ∈ Supp(D) para todo D ∈ D; da´ı b(P ) 6= 0
para finitos P ∈ X . Consequ¨entemente, podemos definir o divisor efetivo B := BD em X por
vP (B) := b(P ).
Um ponto P ∈ Supp(B) e´ chamado de ponto base de D. Se B = 0, enta˜o D e´ dito
livre de ponto base.
Da´ı, D e´ livre de ponto base se, e somente se, para cada P ∈ X , existe f ∈ D′ \ {0}
tal que vP (E) + vP (f) = 0.
Temos que existem r + 1 (D, P )-ordens, as quais denotamos por j0(P ) < j1(P ) <
· · · < jr(P ).
Seja Di(P )′ = D′ ∩ L(E − iP ). Temos, para i = 0, . . . , r
ji(P ) = min{vP (E) + vP (f); f ∈ Dji(P )(P )′} .
Da´ı, segue que j0(P ) e´ igual a b(P ). Portanto, D e´ livre de ponto base se, e somente
se, j0(P ) = 0 para cada P ∈ X .
A sequeˆncia j0(P ) < j1(P ) < · · · < jr(P ) e´ a mesma salvo um nu´mero finito de
pontos da curva. Essa sequeˆncia constante e´ chamada de sequeˆncia ordem de D e sera´ denotada
por
0 = ε0 < ε1 < · · · < εr.
Existem finitos pontos onde a sequeˆncia ordem na˜o acontece, eles sa˜o chamados de
D-pontos de Weierstrass de X . Existe um divisor R em X cujo suporte e´ exatamente os D-pontos
de Weiestrass de X , chamado divisor de ramificac¸a˜o de X , dado por:
R = div(det(Dεit fj)) +
(
r∑
i=0
)
div(dt) + (r + 1)E ,
onde pi = (f0 : · · · : fr) e´ o morfismo definido por D, t e´ a varia´vel separante de F(X )|F, e o
operador Di e´ a i-e´sima derivada de Hasse.
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Seja Φ : X → X o morfismo de Frobenius em X . Suponha que para P ∈ X ,
Φ(P ) ∈ Lr−1(P ). Enta˜o existe um inteiro 1 ≤ I ≤ r − 1 tal que Φ(P ) ∈ LI(P ) \ LI−1(P ). Defina
νi = εi para 1 ≤ i ≤ I−1 e νj = εj+1, para j = I, . . . , r−1. A sequeˆncia 0 = ν0 < ν1 < · · · < νr−1
e´ chamada de sequeˆncia de Frobenius de D.
SejaM o determinante da matriz cujas linhas sa˜o (f q0 , f
q
1 , . . . , f
q
r ), (D
νi
t f0, . . . , D
νi
t fr)
para i = 0, . . . , r − 1. Definimos o divisor de Frobenius de X por
S = divM +
(
r−1∑
i=0
νi
)
div(dt) + (q + r)E .
Observamos que os pontos racionais de X esta˜o contidos no suporte de S.
Definic¸a˜o 5. Sejam D ∈ Div(X ) e ` ∈ N. Dizemos que ` e´ uma (D,P )-lacuna, se na˜o existe
f ∈ L(D + `P ) tal que vP (D) + vP (f) = −`.
Temos que ` e´ uma (D,P )-lacuna se, e somente se, `−1 e´ uma (|C−D|, P )-ordem,
onde C e´ um divisor canoˆnico em X .
Definic¸a˜o 6. As (0, P )-lacunas sa˜o chamadas as lacunas de Weierstrass em P . O semigrupo de
Weierstrass em P e´ o conjunto
H(P ) = N \G(P ) ,
onde G(P ) = {` ∈ Z+; ` e´ uma lacuna de Weierstrass em P}.
Os elementos de H(P ) sa˜o chamados de na˜o-lacunas de Weierstrass em P .
Seja (mi(P ); i = 0, 1, . . . ) a sequeˆncia estritamente crescente que enumera o semi-
grupo de Weierstrass H(P ). Sejam D = |mrP | a se´rie linear, onde mr e´ a r-e´sima na˜o-lacuna de
Weierstrass em P . Temos que dimD = r, degD = mr e D e´ livre de ponto base.
De fato, e´ claro que degD = mr. Como `(mrP ) = r + 1, temos que dimD = r.
Como mr e´ uma na˜o-lacuna em P , existe f ∈ L(mrP ) tal que vP (f) = −mr, ou seja, vP (mrP ) +
vP (f) = 0, logo, P na˜o e´ ponto base de D. Agora, seja Q ∈ X , Q 6= P , considere o divisor
D := mrP + div(1) ∈ D. Temos que vQ(D) = 0. Assim, D e´ livre de ponto base. Seja fi ∈ F(X ),
i < r, tal que div(fi) = div0(fi)−miP , enta˜o
mrP + div(fi) = (mr −mi)P + div0(fi) ,
logo, mr −mi e´ uma (D, P )−ordem, por [30, Obs. 1.16(iii)].
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Apeˆndice B
Cota de Castelnuovo
Seja X uma curva projetiva, irredut´ıvel e na˜o degenerada, D uma se´rie linear
simples, livre de ponto base, de grau d e dimensa˜o r ≥ 2, em X . Seja ε o u´nico inteiro com
0 ≤ ε ≤ r − 2 e (d− 1) ≡ ε (mod r − 1). Definamos o nu´mero de Castelnuovo c0(d, r) por
c0(d, r) =
d− 1− ε
2(r − 1) (d− r + ε) .
Teorema B.1 (Cota de Castelnuovo para curvas em espac¸os projetivos). Se X e´ uma curva de
geˆnero g, com D como acima, enta˜o g ≤ c0(d, r).
Prova: ver [18, Teoremas 7.111 e 7.112]. 
O Teorema B.1 da forma que esta´ na˜o e´ muito u´til quando queremos fazer ca´lculos
para verificarmos cotas para curvas a partir de sua se´rie linear. O pro´ximo resultado facilitara´
estes ca´lculos.
Proposic¸a˜o B.2. Para uma se´rie linear D, como acima, temos
c0(d, r) ≤ f(r) =

1
2(r − 1)
[(
(d− 1)− (r − 1)
2
)2
− 1
4
]
, r par
1
2(r − 1)
[
(d− 1)− (r − 1)
2
]2
, r ı´mpar
Prova: Queremos limitar c0(d, r) por uma func¸a˜o que dependa somente de d e r. A partir da
definic¸a˜o de c0(d, r) temos que
2(r − 1)c0(d, r) = d2 + d(−r − 1) + r(+ 1)− (+ 1) .
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Seja c() a func¸a˜o definida por c() = d2−d(−r−1)+(+1)(r−), com 0 ≤  < r−1.
Como  < r − 1 enta˜o existe ′ > 0 tal que + ′ = r − 1. Na˜o e´ dif´ıcil ver que sob
estas condic¸o˜es c() = c(′).
Por outro lado, se existe ′ > 0 tal que c() = c(′) enta˜o + ′ = r − 1.
Reescrevamos c() da seguinte forma, c() = d2−d(r+1)+(r−1)−2 +r. Observe
que c() e´ uma func¸a˜o quadra´tica concava para baixo. Assim, queremos encontrar os pontos e os
valores ma´ximos de c().
Como  ∈ {0, 1, 2, · · · , r − 2} estamos interessados nos pontos ma´ximos da func¸a˜o
os quais tenham coordenadas inteiras.
Temos que o ponto de ma´ximo da func¸a˜o e´ max =
r − 1
2
.
Se r e´ ı´mpar, enta˜o (r − 1)/2 e´ um inteiro e temos que o valor ma´ximo de c() e´
c((r − 1)/2) = −(r − 1)
2
4
+
(r − 1)2
2
+ d2 − d(r + 1) + r
=
(r − 1)2
4
+ d2 − d(r + 1) + r
=
[
(d− 1)− (r − 1)
2
]2
Se r e´ par, enta˜o (r − 1)/2 na˜o e´ um inteiro. Queremos achar um inteiro s tal que
c(s) ≥ c(t), ∀t ∈ Z.
Como r e´ par, enta˜o r/2 e´ um inteiro. Observe que
r
2
− 1 < r − 1
2
<
r
2
. Note
que (r/2) − 1 e r/2 sa˜o os u´nicos inteiros mais pro´ximos do ponto de ma´ximo de c() e, tem-se
c((r/2)−1) = c(r/2), pois (r/2)−1+r/2 = r−1. Assim, podemos tomar s como r/2 ou (r/2)−1.
Logo, o valor ma´ximo de c() e´
c(r/2) = −r
2
4
+
(r − 1)r
2
+ d2 − d(r + 1) + r
=
[(
(d− 1)− (r − 1)
2
)2
− 1
4
]
.
Finalmente, como 2(r − 1)c0(d, r) = c(), temos o resultado. 
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Apeˆndice C
Sobre a Curva GK
Sejam n = ph, p primo, q = n3, com h ≥ 1. Seja X a curva em P3(Fq2) definida por
X :
{
Zn
2−n+1 = Y h(X)
Y n+1 = Xn +X
,
onde h(X) =
Xn
2 −X
Xn +X
, cf. [23, Lemma 2.1(2)]. Em [23, Thm. 2.2] Giulietti e Korchma´ros
mostraram que X e´ Fq2−maximal e para q > 8, X na˜o e´ Fq2−coberta pela curva Hermitiana cf.
[23, Prop. 3.1].
De fato essas curvas definem o primeiro exemplo de curvas maximais na˜o cobertas
pela curva Hermitiana. A curva X e´ chamada de curva GK.
Em [12, Section 2], Giulietti-Quoos-Zini apresentam uma nova equac¸a˜o para X , a`
saber,
C :
 Zn2−n+1 = Y
Xn
2 −X
Xn+1 − 1
Y n+1 = Xn+1 − 1
. (C.1)
Observac¸a˜o 8: A mudanc¸a de X para C e´ feita via a Fn2−projetividade φ associada a matriz A
dada por
A =

1 0 0 1− ρ
0 1 0 0
0 0 −1 0
1 0 0 −ρ
 ,
onde ρ ∈ Fn2 satisfaz ρ+ ρn = 1, cf. [12, Section 2].
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Para q = 8, C admite modelo plano dado por
Z9 = X6 +X3 ,
a qual e´ coberta pela curva Hermitiana H dada por u9 +v9 +1 = 0, via o recobrimento ψ : H → C
dado por X = u3 e Z = uv. Observamos que este fato na˜o e´ citado em [23] e [12].
C.1 Subcobertura da Curva GK
Sejam n = ph, h ≥ 1, p primo e q = n3. Consideremos C o modelo plano da curva
GK dado em C.1. Escrevamos a equac¸a˜o de C da seguinte forma:
(Zn
2−n+1)n+1 = Y n+1
(Xn
2 −X)n+1
(Xn+1 − 1)n+1
= (Xn+1 − 1)Xn+1 (X
n2−1 − 1)n+1
(Xn+1 − 1)n+1
= Xn+1(Xn
2−1 − 1)
(
Xn
2−1 − 1
Xn+1 − 1
)n
= Xn+1((Xn+1)n−1 − 1)((Xn+1)n−2 + (Xn+1)n−3 + · · ·+Xn+1 + 1)n .
Assim, podemos escrever o modelo plano de C da seguinte forma
Zn
3+1 = Xn+1((Xn+1)n−1 − 1)((Xn+1)n−2 + (Xn+1)n−3 + · · ·+Xn+1 + 1)n . (C.2)
Nosso objetivo e´, a partir do modelo plano da curva C em C.2, construirmos outras
curvas maximais.
Subcobertura 1: Fac¸amos V = Z e U = Xn+1. Denotemos por λi ∈ F¯q2 as ra´ızes do polinoˆmio
P (U) = Un−2 +Un−3 + · · ·+U + 1. Temos que λi 6= 1 para 1 ≤ i ≤ n− 2 e λn−1i = 1. Observe que
λi pertence Fq2 . De fato, como q2 = n6, temos que λn
6−1
i = (λ
n−1
i )
n5+n4+n3+n2+n+1 = 1, ou seja,
λi ∈ Fq2 .
Seja X1 a curva sobre Fq2 definida por
V n
3+1 = U(U − 1)
n−2∏
i=1
(U − λi)n+1 .
Consideremos a aplicac¸a˜o V : X1 → P1. Temos que P0 e P1 sa˜o totalmente ramifi-
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cados. Em Pλi temos que o nu´mero de pontos acima dele e´ dado por
MDC(n3 + 1, n+ 1) = MDC((n2 − n+ 1)(n+ 1), n+ 1) = (n+ 1) ·MDC(n2 − n+ 1, 1) = n+ 1 .
Sobre P∞ o nu´mero pontos sobre ele e´ dado por
MDC(n3 + 1, n2 − n) = MDC(n2 − n, n+ 1)
= MDC(n+ 1, 2)
=
{
1, se n e´ par,
2, se n e´ ı´mpar .
Dividiremos em dois casos:
Caso 1.1: n ı´mpar. Por Riemann-Hurwitz temos
2g − 2 = (n3 + 1)(−2) + 2n3 + 2
(
n3 + 1
2
− 1
)
+ (n− 2)(n+ 1)
(
n3 + 1
n+ 1
− 1
)
= n4 − n3 − n2 + 2n− 3
2g = (n− 1)(n3 − n+ 1) .
Caso 1.2: n par. Novamente, por Riemann-Hurwitz temos
2g − 2 = (n3 + 1)(−2) + 3n3 + (n− 2)(n+ 1)
(
n3 + 1
n+ 1
− 1
)
= n4 − n3 − n2 + 2n− 2 .
Temos enta˜o o seguinte o resultado
Proposic¸a˜o C.1. A curva X1 dada por V n3+1 = U(U−1)
n−2∏
i=1
(U−λi)n+1 e´ Fq2-maximal de geˆnero
g dado por
g =

(n− 1)(n3 − n+ 1)
2
, se n e´ ı´mpar ,
n4 − n3 − n2 + 2n
2
, se n e´ par .
Subcobertura 2: Fac¸amos V = Zn+1 e U = Xn+1. Seja X2 a curva sobre Fq2 dada por
V n
2−n+1 = U(U − 1)
n−2∏
i=1
(U − λi)n+1 ,
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onde λi 6= 1, λn−1i = 1, como na subcobertura 1. Suponhamos n > 2. Consideremos a aplicac¸a˜o
V : X2 → P1. Temos que P0 e P1, ra´ızes de U(U − 1), sa˜o totalmente ramificados. O grau do
polinoˆmio P (U) = U(U − 1)
n−2∏
i=1
(U − λi)n+1 e´ n2 − n e, portanto MDC(n2 − n + 1, n2 − n) = 1.
Da´ı, P∞ e´ totalmente ramificado.
Analisemos agora Pλi raiz do polinoˆmio (U − λi)n+1. Em cada Pλi a quantidade de
pontos acima de Pλi e´ dada por MDC(n
2 − n+ 1, n+ 1). Temos que
MDC(n2 − n+ 1, n+ 1) = MDC((n+ 1)(n− 2) + 3, n+ 1) = MDC(3, n+ 1).
Assim,
MDC(n2 − n+ 1, n+ 1) =
{
3, n ≡ 2 (mod 3),
1, n ≡ 0, 1 (mod 3) .
Calculamos o geˆnero de X2 em dois casos:
Caso 2.1: n ≡ 2 (mod 3). Por Riemann-Hurwitz, temos
2gX2 − 2 = (n2 − n+ 1)(−2) + 3(n2 − n) + (n− 2)3
(
n2 − n+ 1
3
− 1
)
= −2n2 + 2n− 2 + 3n2 − 3n+ (n− 2)(n2 − n− 2)
= n3 − 2n2 − n+ 2 .
Logo, gX2 =
n3 − 2n2 − n+ 4
2
.
Caso 2.2: n ≡ 0, 1 (mod 3).
2gX2 − 2 = (n2 − n+ 1)(−2) + 3(n2 − n) + (n− 2)(n2 − n)
= n3 − 2n2 + n− 2
= n(n− 1)2 − 2 .
Temos enta˜o o seguinte resultado
Proposic¸a˜o C.2. A curva X2 definida por V n2−n+1 = U(U − 1)
n−2∏
i=1
(U − λi)n+1 e´ Fq2-maximal de
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geˆnero gX2 dado por
gX2 =
{
n(n− 1)2/2, n ≡ 0, 1 (mod 3) ,
(n3 − 2n2 − n+ 4)/2, n ≡ 2 (mod 3) .
Subcobertura 3: Fac¸amos V = Zn
2−n+1 e U = Xn+1. De C.2 temos a seguinte equac¸a˜o
V n+1 = U(Un−1 − 1)(Un−2 + Un−3 + · · ·+ U + 1)n .
Observe que Un−1 − 1 = (U − 1)(Un−2 + Un−3 + · · ·+ U + 1). Logo, temos
V n+1 = U(U − 1)(Un−2 + Un−3 + · · ·+ U + 1)n+1 .
Assim, temos
V n+1 = U(U − 1)
[
n−2∏
i=1
(U − λi)
]n+1
 Vn−2∏
i=1
(U − λi)

n+1
= U(U − 1) ,
com λi como na subcobertura 1. Seja W =
V
n−2∏
i=1
(U − λi)
. Temos enta˜o W n+1 = U(U − 1).
Seja X3 a curva maximal definida sobre Fq2 dada por W n+1 = U(U − 1). Queremos
calcular o geˆnero de X3. Para isso, consideremos a aplicac¸a˜o W : X3 → P1. Pela fo´rmula de
Riemann-Hurwitz, denotando o geˆnero de X3 por g := gX3 , temos
2g − 2 = (n+ 1)(−2) + degR ,
onde R e´ o divisor de ramificac¸a˜o associado a aplicac¸a˜o W .
O polinoˆmio q1(U) = U(U − 1) tem ra´ızes P0 e P1, e sobre estes pontos tem-se
apenas um ponto da curva. Note que deg q1(U) = 2. Em P∞ a quantidade de pontos sobre ele e´
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dado por
MDC(n+ 1, 2) =
{
1, se n for par,
2, se n for ı´mpar.
Para n par, temos
2g − 2 = (n+ 1)(−2) + 3n
= n− 2
g = n/2 .
Para n ı´mpar, temos
2g − 2 = (n+ 1)(−2) + 2n+ 2
(
n+ 1
2
− 1
)
= n− 3
g = (n− 1)/2.
Temos assim o seguinte resultado
Proposic¸a˜o C.3. A curva X3 dada por W n+1 = U(U − 1) e´ Fq2−maximal de geˆnero g dado por
g =
{
n/2, n par ,
(n− 1)/2, n ı´mpar .
Observac¸a˜o 9: Na˜o sabemos provar ou disprovar se as curvas apresentadas nesta sec¸a˜o sa˜o ou
na˜o cobertas (ou Galois cobertas) pela curva Hermitiana.
Em [12, Thm 3.2] sa˜o definidas curvas maximais Ci, i = 1, 2, 3 com paraˆmetros d1, d2
e d3 os quais sa˜o divisores de n + 1; M o ma´ximo divisor comum entre d1, d2 e d3(n
2 − n + 1).
Nosso objetivo e´ calcular o geˆnero das curvas C1 e C2 para certos valores de d1, d2 e d3.
Para a curva C1, tomemos d3 = n + 1 e d1 = d2 = 1. Decorre que M = 1. Temos
que o geˆnero gC1 de C1, conforme [12, Thm. 3.3] e´ dado por
gC1 = 1+
1
2
[(n+1)(n2−n+1)(n−1)−2−(n−2)((n+1)(n2−n+1), n+1)−((n+1)(n2−n+1), 2)] ,
onde (, ) denota o ma´ximo divisor comum. Logo,
gC1 =

(n− 1)(n3 − n+ 1)
2
, se n e´ ı´mpar ,
n4 − n3 − n2 + 2n
2
, se n e´ par .
SEC¸A˜O C.1 • Subcobertura da Curva GK 64
Um modelo plano para C1 e´ dado por
 S
(n+1)(n2−n+1) = UV
(
Un−1 − 1
U − 1
)n+1
V = U − 1
,
assim, temos
Sn
3+1 = U(U − 1)(Un−2 + Un−3 + · · ·+ U + 1)n+1 .
Concluimos que as curvas C1 e X1 sa˜o birracionais, pois teˆm o mesmo geˆnero e
admitem um mesmo modelo plano.
Para a curva C2, tomemos d1 = d2 = d3 = 1, logo teremos M = 1. O geˆnero gC2 de
C2 e´ dado por
gC2 = 1 +
1
2
[(n2 − n+ 1)(n− 1)− 2− (n− 2)(n2 − n+ 1, n+ 1)− (n2 − n+ 1, 2)] .
Portanto,
gC2 =
{
n(n− 1)2/2, n ≡ 0, 1 (mod 3) ,
(n3 − 2n2 − n+ 4)/2, n ≡ 2 (mod 3) .
Um modelo plano para C2 e´ dado por
 S
n2−n+1 = U
(
Un−1 − 1
U − 1
)n+1
V = U − 1
. Como
U = V + 1 temos
Sn
2−n+1 = (V + 1)V ((V + 1)n−2 + (V + 1)n−3 + · · ·+ (V + 1) + 1)n+1 ,
fazendo X = V + 1, temos
Sn
2−n+1 = X(X − 1)(Xn−2 +Xn−3 + · · ·+X + 1)n+1 .
Concluimos enta˜o que C2 e X2 sa˜o birracionais.
Na˜o testamos todos os valores de d1, d2 e d3 para verificar se as curvas C3 e X3 teˆm
alguma relac¸a˜o. Isso ficara´ para uma pesquisa posterior.
